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Abstract

This diploma thesis deals with “Complexity and Variants of Minesweeper”, the well-
known computer game distributed with the Microsoft Windowd® operating system. We
use MW as an abbreviation for Minesweeper rather than MS, because the latter is usually
associated with Microsoft.

The work is based on Richard Kaye’s proof ([§]) of MW’s NP-completeness. We start
our chain of proof by introducing a definition of the Turing Machine and reviewing its
mathematical basis. We find good explicit bounds for Kaye’s reduction from SAT to the
Minesweeper-(Consistency-)Problem (MWP) by using a slightly different approach:

Given a Boolean Formula F' in Conjunctive Normal Form (CNF) containing ¢ literals
using s variables, we construct a MW board whose size must not exceed (4c—1) x
(3s + 7) and which is consistent if and only if F' is satisfiable.

We also find a reqular expression for one-dimensional MW-strings and prove that a
context-sensitive grammar exists for MWP in any dimensional variant.

Minesweeper on graphs (MWG) is a generalization of the idea of Minesweeper applied
to finite directed multigraphs. They offer an arbitrary, weighted neighborhood-function
for some set of nodes, containing all variants of Minesweeper, including MW on spheres
and any discrete approximation of manifolds or fractals. We show that MWG is in NP
as well—thus not harder than MWP.

Next we try to find limits for simple and already hard MWG-instances by exploring
categories of graphs and we can prove that graphs with bounded vertex-degree d < 2
are simple and that a context-free grammar for MW on trees exists. Minesweeper is
hard—in the sense of NP-Completeness—for simple, locally starliké? graphs.

We can also reduce the problems SAT, “Vertex Cover”, “Clique”, “three-dimensional
Matching” and non-negative “Knapsack” to MWG. These reductions prove that we do
not lose NP-completeness of MWG when allowing one of the following sets of restrictions
in addition to the properties mentioned above:

e plane, in-degrees d~ < 3, out-degrees d* < 4, values displayed on nodes xk < 2
e in-degrees d- < 3, values displayed on nodes k = 1

It is unclear if bounding vertex degrees with d < 3 causes simple instances. This question
could depend on the famous P versus NP Problem ([]).

! Microsoft and Windows are registered trademarks. No statement within any scientific work on Mi-
nesweeper should be interpreted as a comment on any Microsoft product or the company itself.

2 Locally starlike means that every vertex is starlike which means that it is either the source or the
target of all its edges.
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Vorwort

Bereits sehr frith im Verlauf meines Studiums wusste ich, dass mein Diplomarbeitsthema
aus dem Bereich der diskreten Mathematik sein soll. Algorithmen wecken dabei mein
ganz besonderes Interesse. Obwohl ich nie anféllig auf den Suchtfaktor Computerspiel
war, gab es immer wieder Zeiten, in denen ich sogar die (Denk-)Spiele, die standardméBig
mit dem Betriebssystem installiert werden, von meinem Rechner entfernt habe um mei-
nen Arbeitserfolg nicht zu gefdhrden.

Minesweeper ist so ein Denkspiel und hat mich fasziniert, weil scheinbar kleine Ent-
scheidungen iiber die Position einer fehlenden Mine grofle Auswirkungen auf weitere
Felder haben kann. Mein erster Gedanke zur Analyse war die Frage: Wie viel muss
ein Computer wissen um Minesweeper spielen zu kénnen? — Figentlich doch ,,nur® wie
wahrscheinlich es ist, dass ein Feld vermint ist.

Es stellte sich heraus, dass Minesweeper bereits wissenschaftlich untersucht wur-
de. Insbesondere war fiir mich der Ansatz von Richard Kaye von Interesse, un-
abhéngig von tatsidchlich auftretenden Bildern, die Konsistenz allgemeiner Minesweeper-
Konfigurationen zu iiberpriifen. In seinem Artikel ([§]), in dem er die NP-Vollsténdigkeit
dieses Problems beweist, riickt er mit dem Nebensatz, Wahrscheinlichkeiten seien nicht
einfacher als Konsistenz, eine Losung zu meinem Ansatz weit in die Ferne.

Der Beweis selbst ist sehr schon und im Uberblick einfach zu verstehen, aber — und das
bitte keineswegs negativ zu verstehen — in seiner Art ein Fristenzbeweis, der auflerdem
Elemente enthélt, deren Beschreibung klar, aber deren Herleitung nicht offensichtlich
ist. Der Anspruch an die vorliegende Arbeit war nun, den Beweis fiir das konkrete
Computermodell Turing-Maschine liickenlos nachzuzeichnen.

Mit dem Hintergrund der verschiedenen Arbeiten zum Thema Minesweeper, die mir
geniigend Inhalt liefern konnen, ersuchte ich Alois Panholzer um die Betreuung der Ar-
beit und beschloss den Arbeitstitel , Komplexitit und weitere Aspekte von Minesweeper*.
Diese weiteren Aspekte traten durch erfolgreiche Uberlegungen, die Einschrankung eines
rechteckigen Spielfeldes fallen zu lassen, immer weiter in den Hintergrund.

Abgesehen von dem NP-Vollstandigkeitsbeweis nach Kaye mit guten expliziten
Schranken fiir die Reduktion des Erfiillbarkeitsproblems auf Minesweeper enthélt die
Diplomarbeit auch sprachtheoretische Betrachtungen des Problems und eine Analyse
von Minesweeper auf endlichen allgemeinen Graphen, sowie einen sehr kurzen Uberblick
tiber weitere Aspekte. Der Inhalt ist in einem Abstract (siehe Seite @) und auf deutsch
etwas ausfiithrlicher am Ende der Arbeit (Abschnitt auf Seite ) zusammengefasst.

Ein Wort zur Literatur...

Die im Literaturverzeichnis angefithrten Titel sind nach dem Nachnamen des (ersten
angegebenen) Autors sortiert. Es umfasst einerseits Lehrbiicher zu den bendtigten Fach-
gebieten und andererseits einige Artikel und Berichte von wissenschaftlichen Arbeiten



Vorwort

zum Thema Minesweeper. Bei letzteren habe ich versucht, méglichst viele Informationen
zur Verfiigung zu stellen — vor allem, wenn sie nicht erschienen sind.

Internet-Links sind vom Stand Anfang April 2006.

Die Vielzahl junger Berichte soll auch einen Anhaltspunkt fiir Recherchen zum Umfeld
der vorliegenden Arbeit geben ohne eine vollstandige Aufzihlung garantieren zu kénnen.
Es fallt auf, dass die Erscheinungsjahre um 1980 und nach 2000 liegen: Minesweeper ist
eine neue Anwendung oder Zugang zu einem relativ alten und gut erforschten Bereich
der Mathematik.

Die Wahl der Lehrbiicher kam hauptséachlich durch deren Verfiigbarkeit in den Biblio-
theken zustande. Diestels Graphentheorie ([A]) gibt einen guten Einstieg zum Thema,
der umfangreicher als fiir die vorliegende Arbeit notwendig ist, aber hauptséichlich un-
gerichtete Graphen behandelt. Es gibt bereits mindestens zwei neuere Auflagen als die
angegebene. Zur Komplexitits- und Sprachtheorie bietet sich [I6] als gut zu lesender
Uberblick an. Die Werke [6] und [I0] zeichnen sich durch vollstéindige Beweise aus.

Mein Hauptwerk zum Einstieg in die Komplexitétstheorie war ,,Data Structures and
Algorithms 2“ von Kurt Mehlhorn ([II]) und davon besonders der zweite Band ,,Graph
Algorithms and NP-Completeness® und das Kapitel VI auf den Seiten 171-208. Es
enthélt nahezu alle Beweise zu den Turing-Maschinen und angefiihrten Problemen.

...und zu meinen Helfern

Mein besonderer Dank gilt Alois Panholzer fiir die unkomplizierte Betreuung. Er hat
mir viel Freiraum in meiner Arbeitsweise und trotzdem die notwendige Unterstiitzung
gegeben und war auch dann noch geduldig und nachsichtig, als meine gewiinschte Ein-
reichfrist sehr nahe kam.

Michael Drmota konnte fiir mich kléren, dass das von mir gewéahlte Thema noch nicht
in dieser Form an einer Wiener Universitdt behandelt wurde, und bot sich ebenfalls fiir
die Betreuung an. Martin Goldstern ermdglichte mir iiber Kaye’s Beweis im Rahmen
des Forschungsseminars der Algebra-Gruppe zu referieren. Bei diesem Vortrag erkannte
er auch das Auffiillen eines Minesweeper-Spielfelds mit Minen als Konzept zur Isolation
von Information (siche Bemerkung [ZT9)). Ginther Eigenthaler machte mich bei dieser
Gelegenheit auf einen Fehler in der Metrik bei der Modellierung des Standardspiels
aufmerksam, und Wolfgang Eppenschwandtner schlug vor, das Konzept der relativen
Explosivitét zu formalisieren (siche Definition 2.17]).

Ebenso hilfreich waren die Kollegen und Freunde, die die Arbeit Korrektur gelesen
haben. Thre Miihe hat jedenfalls zu einer Verbesserung vor allem des englischen Abstracts
gefiihrt, trotzdem bin ich fiir verbleibende Fehler alleine verantwortlich.

Besonders gefreut hat mich die kurze aber fruchtbare E-Mail-Korrespondenz mit Ri-
chard Kaye. Er hat mich dazu animiert auch andere als das Erfiillbarkeitsproblem auf
Minesweeper zu reduzieren.

Ihnen allen, und jenen, die mich wéihrend des ganzen Studiums unterstiitzten, ein
herzliches Dankeschon!

Wien, am 5. Mai 2006 Martin Heinrich
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Voraussetzungen und Notationen

Wie bereits im Vorwort erwahnt, sollte mathematisches Grundwissen fiir das Verstéind-
nis der Arbeit ausreichen. Vor allem wird die Kenntnis von Mengen, Relationen und
Funktionen, sowie deren Notationen und Verwendungen vorausgesetzt. Vorwissen iiber
Graphen ist von Vorteil fiir das dritte Kapitel.

N bezeichnet die natiirlichen Zahlen (mit 0), die wiederum (auch) als Menge ihrer
Vorganger aufgefasst werden kénnen: Vk e N:k={le N:l <k} ={0,...,k —1}.

Z und R stehen fiir die ganzen und reellen Zahlen; P (X)) fiir die Potenzmenge von X;
BP fiir die Funktionen von D nach B; R[] fiir die Polynome iiber x mit Koeffizienten
aus R.

Wir wollen kurze Schreibweisen zulassen, falls sie klar sind. Zum Beispiel sei einerseits
mit einer Funktion f : D — B auch gleichzeitig ihre Wirkung auf Teilmengen der
Definitionsmenge f : P (D) — P (B) mit f (X) = {f (z) : + € X} erklédrt. Andererseits
schreiben wir fiir ein Funktionsargument f ({z}), das eine einelementige Menge ist, auch
abkiirzend f ().

Satz 0.1 (Beispielsatz) Definitionen, Erkenntnisse und Bemerkungen sind mit der
selben Nummerierung versehen. Sditze und Lemmata sind tm Anschluss bewiesen, wobei
auf zuvor gefiihrte Argumentationen gegebenenfalls hingewiesen wird.

Beweis Diese Arbeit ist eine endliche Aneinanderreihung von Zeichen. Ein fach-
kundiger Mensch kann die Aussage in linearer Zeit iiberpriifen. O

Auflerdem behaupten wir noch, wir hiatten die Abkiirzung MW fiir Minesweeper ab-
sichtlich gewahlt, weil MS bereits mehrfach belegt ist und vor allem im Zusammenhang
mit Computern fiir Microsoft steht.

O-Notation

Sei f : D — B eine Funktion mit Bildern in (einer Teilmenge von) IN oder R, so bezeich-
ne O (f) die Menge O (f) = {g € BP :3c€ B: g < cf auf fast ganz D}. D ist meistens
N oder N* fiir ein k € N. Wir erweitern keine Operatoren auf diese Mengen und ver-
wenden daher normale Mengenschreibweisen (€, C, C,...) mit dieser Notation. Analog
bezeichne Q (f) = {g € BP :3c € B: g > cf auf fast ganz D} die Menge der entspre-
chenden von unten beschrinkten Funktionen. Die Verwendung ist intuitiv eindeutig.

Projektionen

Mit 7; (x) bezeichnen wir fiir ¢ € I aus einer Indexmenge die i-te Projektion von z €
X = I X; einem Tupel in die entsprechende Menge X;. Dem entsprechend sei auch
fiir eine Funktion f : D — X = Il;c;X; die Projektion m; 0 f : D — X, und fiir eine
Zeichenfolge z € X* und ¢ € N* das i-te Zeichen m; (x) definiert.

vil



1 Komplexitat

Dieses Kapitel soll eine Einfithrung zu dem Begriff Zeitkomplexitit geben. Bereits ein
kleiner Blick auf die Kapazitéiten des menschlichen Gehirns lédsst uns erkennen, dass Um-
fang und Vorgehensweise eines solchen Modells die Analyse der Wege zur Problemlésung
unmoglich macht. Das Thema dieses Kapitels kann also nur automatisiertes Losen von
Problemen sein.

Wir definieren die 1936 von A. Turing eingefiihrte Turing-Maschine als allgemeinen
Computer. Danach konnen wir die wichtigen Problemklassen P, NP und NP-vollstéandig
betrachten. Auflerdem werden wir SAT als erstes Problem der Klasse NP-vollstindig
vorstellen und gleichzeitig Techniken erarbeiten, die uns einfachere Argumentationen im
Bereich der Komplexitédt ermoglichen.

1.1 Turing-Maschine
1.1.1 Grundlagen

Dieser einfache Computer besteht aus einem rechtsseitig endlosen Band mit einem
Schreib-/Lesekopf fiir Ein- und Ausgabe. Allerdings fordern wir eine endliche Eingabe.
Die Zeichen auf dem Band seien aus einem endlichen Alphabet und der Schreib- /Lesekopf
sei genau ein Zeichen breit. Die Kontrolleinheit der Turing-Maschine enthélt deren Zu-
stand, der ebenfalls aus einer endlichen Menge vorgegeben ist. Die Maschine liest in
jedem Schritt genau ein Zeichen und schreibt abhéngig von diesem und dem Zustand
ein Zeichen. Auflerdem &ndert sie ihren Zustand und verschiebt den Lesekopf auf ein
Nachbarzeichen.

Wir programmieren diesen Computer indem wir die Ubergangsfunktion festlegen, die
die Kontrolleinheit zur Wahl des zu schreibenden Zeichens und des Folgezustands ver-
wendet. Um allgemeine Resultate zu erhalten, legen wir den Folgezustand aber im All-
gemeinen nicht genau fest, sondern lassen mehrere Moglichkeiten offen. Dieses Konzept
wird als nicht-deterministische Turing-Maschine bezeichnet.

Definition 1.1 (Turing-Maschine) Fine Turing-Maschine (kurz: TM) ist ein Tupel
<F7Q757 b7 Qan+> mit

o [' einem endlichen Alphabet
e () einer endlichen Menge Zustinde mit Q NT = ()

e 5 :T'xQ — P(I'xQx{—1,1}) der Ubergangsfunktion mit den Projektionen
dwrite auf das zu schreibende Zeichen, Osigre auf den neuen Zustand und Oy, auf
die Bewegungsrichtung des Lesekopfs



1 Komplexitat

e bel' dem Leerzeichen am Band
® gy € QQ dem Startzustand
® ¢, € Q einem positiven Endzustand

Definition 1.2 (deterministische Turing-Maschine) Fine TM ist genau dann de-
terministisch, wenn

Vie,g) eTxQ:]0(c,q) <1

Um den Ablauf eines Programms auf einer TM nachvollziehen zu kénnen, definieren
wir ein Standbild. Dadurch ergeben sich in natiirlicher Weise Ergénzungen zur Uber-
gangsfunktion. Wir geben an, wie man sie auf ein Standbild anwendet, und definieren
die durch sie induzierte Relation als Nachfolgerelation.

Definition 1.3 (Standbild) Zu einer gegebenen TM M = (T',Q,...) ist ein Tripel
(k,q,t) ein Standbild mit

e k€ N der Position des Schreib-/Lesekopfs,
e ¢ € Q dem Zustand der TM und
o {:N — I' dem Inhalt des Bandes.
Sy =P (N X Q) X FN) bezeichne die Menge aller Standbilder der TM.

Bezeichnung 1.4 Die Ubergangsfunktion ¢ (c € T, q € Q) aufgefasst als Funktion auf
den Standbildern sei 6 (k,q,t) =0 (t(k),q).

Definition 1.5 (Nachfolgerelation) Ein Standbild S, € Sy ist (direkter) Nachfol-
ger des Standbilds Sy genau dann wenn Sy durch die Ubergangsfunktion direkt aus Sy
abgeleitet wird:
So Sy <= 3 (write, state, step) € 0 (Sy) :

k1 = ko + step,

q1 = state,

t1 (ko) = write und

t1 = to auf N\ {ko}

Obwohl uns nun auch die reflexive, transitive Hiille dieser Relation interessiert, wollen
wir Konvergenzfragen vermeiden. Wir definieren rekursiv:

Defintion und Lemma 1.6

"O = {(So,SO> . S[) c 8;\(/[}

Y1 € N: |_i+1 = {<SO,SZ‘+1> : So, Si+1 € S}'\(/[ A HSZ S S]TJ : So l_l Sl A\ SZ F Si+1}
o= U -
1EN

Wir sehen sofort, dass damit F'=F. Auperdem beschreibt Fi genau die Relation, die
durch exakt i-maliges Anwenden der Ubergangsfunktion abgeleitet wird, also:

l_i: {(So,si>ZSO,SiES}\k/[/\Elsl,...,SZ'_lGS]T/[ZVjZO,...,i—IZSjl_Sj+1}



1 Komplexitat

Bevor wir eine TM starten muss die Eingabe festgelegt werden. Die endliche Eingabe
aus '™ mit der Lange n € N soll dabei immer auf den Positionen 1 bis n stehen. Die
restlichen Positionen sollen leer sein, also b enthalten. Die Eingabe selbst darf b nicht ent-
halten. Dies ist aber keine Einschrankung, weil dem Alphabet I' ein weiteres Leerzeichen
b # b hinzugefiigt werden kann, wenn Problemstellungen mit einem Leerzeichen in der
Eingabe auftreten. Das linkeste Zeichen b (0) am Band soll leer sein um den Anfang des
Bandes zu kennzeichnen — die korrekte Handhabung sei dem Programmierer iiberlassen.

Bezeichnung 1.7 (Startbild) FEin Standbild S = (k,q,t) mit
k=1 qg=qo t(0)=bund IneN:(Vi=1,...n:t(i) Zbund Yi>n:t(i) =b)
nennen wir Startbild. Fir eine Fingabe x € I'* sei S (x) das dazugehirige Startbild.

Bemerkung 1.8 (Lange der Eingabe) Das fir ein Startbild angegebene n ist ein-
deutig und heifst Léinge der Eingabe |z| = n. Es gilt dann x € T".

In weiterer Folge interessieren uns nur mehr jene Standbilder, die im Laufe einer
Berechnung auftreten. Die dadurch entstehenden Einschrankungen auf - und damit auf
F* sind erwiinscht und betreffen nicht die Menge der interessanten Standbilder:

Definition 1.9 (erreichbare Standbilder) Eine TM enthdlt nur
Sy ={S € S}, : ISy Startbild : Sy +* S}
Lemma 1.10 Das Band der TM ist immer fast tiberall leer.
VS =(k,q,t) €Sy : |{t e N:t(i) #b}| €N

Beweis Wegen S € S, existiert ein Startbild Sy F* S. Fiir ein Startbild gilt
die Behauptung definitionsgeméfl. Nach Definition existiert ein ¢« € N mit Sy F* S.
Durch i-maliges Anwenden der Ubergangsfunktion werden aber hochstens i Leerzeichen
iiberschrieben. O

Bezeichnung 1.11 (Endbild, Ergebnis, Berechnung) Wir sagen
e FEin Standbild S = (k,q,t) € Sy mit § (S) = 0 ist ein Endbild.
e Ein Endbild mit ¢ = q., t (0) = b und
meN:(Vi=1,..n:t(i) Zbund Vi >n:t(i) = b)
heifst Ergebnis.
e Der nicht-leere Inhalt des Bandes eines Ergebnisses ist die Ausgabe.

o [Fiir ein Startbild-Endbild-Paar Sy F* S, heifit die endliche Folge der Standbilder,
mit deren Hilfe S,, abgeleitet wird, Berechnung.

Die TM beendet ihre Berechnung also, wenn es keinen Nachfolger gibt. Wir kénnen
aber feststellen, ob dies gewollt war oder passiert ist. Wir wollen annehmen, dass ein
Endbild bereits dann ein Ergebnis ist, wenn ¢ = ¢, . Dies ist keine Erweiterung, wenn wir
gleichzeitig fordern, dass das Band immer nur einen zusammenhéngenden nicht-leeren
Inhalt an den Positionen 1,2,... hat. Sollte ein Algorithmus Leerzeichen vorsehen,
konnen wir dies durch ein weiteres Zeichen in I' bewerkstelligen.
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1.1.2 Beispiel: Gleichheit von Zeichenfolgen

Wir wollen eine TM anfiihren, die berechnet, ob zwei Zeichenfolgen aus {0,1}" gleich
sind. Die Eingabe soll aus den zwei Zeichenfolgen getrennt durch ein Fragezeichen (7?)
bestehen. Wenn diese Konvention nicht eingehalten wird, soll das Band geloscht wer-
den. Bei einer giiltigen Eingabe soll die Ausgabe gleich der Eingabe sein, wobei das
Fragezeichen durch ein Gleich- oder Ungleichheitszeichen ersetzt wird. Zur erfolgreichen
Absolvierung dieser Aufgabe werden wir Zeichen fiir Zeichen miteinander vergleichen.
Dabei miissen wir aber die bearbeiteten Zeichen markieren. Das Alphabet unserer TM
lautet also

F = {07 17 ?7 :7 #7 67 T7 b}

Nun miissen wir aber zunéchst sicherstellen, dass die Eingabe nur giiltige Zeichen enthélt.
Dazu werden wir einfach alle Zeichen durchlaufen. Wenn wir einen Fehler finden, wech-
seln wir den Zustand um alle Zeichen zu loschen. Wir verwenden vorerst folgende
Zustinde und definieren gleich die Ubergangsfunktion auf der jeweils auf diesen Zustand
eingeschriankten Definitionsmengél:

C, Gscan > f(lllS (S {O 1}

(c
Gscan = 40 - o (Ca qscan) = < y Ascan?, > fCLllS Cc =
(€, Gerror, 1) sonst

C, Qscan?, > fCLllS c e {0 1}
b Qiearn, — > f(lllS c=15b

C; Gerror, > sonst

{c,
Qscan? 0 <C> QScan?) = é
<b Qclear, — > falls c=b
{c,
(b,
b,

Gerror - ) (Ca Qerror) = {

C, Gerror, > sonst

b,qs,1) fallsc=10
b Qclear; — > sonst

Gelear - o (67 QClear) = {
Analog kénnen wir folgenden Algorithmus implementieren:
1. Merke das gelesene Zeichen und markiere es

2. Suche links das Fragezeichen

3. Suche links das erste nicht markierte Zeichen

W

. Wenn die Zeichen nicht iibereinstimmen gehe zu g
5. Sonst suche rechts das Fragezeichen
6. Suche rechts das letzte nicht markierte Zeichen und gehe zu [II

Hierbei bezeichne ¢ den Zustand, der die Markierungen von den Zeichen 16scht und das
Ungleichheitszeichen setzt. Die einzelnen Befehle entsprechen verschiedenen Zusténden,
jedoch muss fiir jedes zu merkende Zeichen ein eigener Zustand pro Befehl eingefiihrt
werden. Diese Vorgehensweise ist essentiell zur Programmierung von TM.
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4} 0 1 0 1
Qscan 07 Qscans 1 17 Qscans 1 (_)7 Gerror, 1 L Gerror, 1
Qscan? 07 Qscan?, 1 17 Qscan?, 1 (_)7 Gerror, 1 L Gerror, 1
Gerror 07 Qerror, 1 17 Qerror 1 ()7 Qerror 1 L Qerrors 1
qclear b) Qclear —1 b7 Qclear) —1 b, Gclear -1 b; Gclear —1
q= 0,q-,1 1,qg-,1 0,q-,1 1,q-,1
q;,g B O,q?g,l B 1,q7g,1 0,q7g,1 1,(]75,1
Qlearn 07 qfindo, -1 17 qfind1, -1 @ @
qtindo | 0, qrindo, —1 | 1, qringo, —1 0 0
dfinat | O, qpinar, =1 | 1, qpinar, =1 | 0 ) 0
qrindo? | 0, @nexts 1 Laz 1 10,80z, =1 | 1, qfindor, —1
qfind1? 0,q4,1 L, Gneat; 1| 0,qpimar?, =1 | 1, qpinarz, —1
Qnext (Z) @ (_), Qnext ) 1 L Qnext ) 1
next? 07 Qnext?, 1 ]-7 Qnext?, 1 67 Qlearn, -1 17 Qlearn, -1
Qicarn? 0,qx,1 L,q,1 0, Giearn?, =1 | 1, Giearn?, —1
5 ? = £ b
Qscan ?7 Qscan?, 1 =, Gerror, 1 7&7 Gerror 1 b; Gclear —1
Qscan? ?a Qerror 1 =, Gerror, 1 7&7 Gerror 1 bv Qlearn —1
Gerror ?a Qerror 1 =, Gerror, 1 7&7 Gerror, ba Qclear -1
qclear b: qclear -1 b7 Qclear —1 ba qclear -1 ba Qready; 1
4= =, (4=, 1 (Z) @ b7 QTeady; -1
4t | Fqz,1 0 0 b, Gready; —1
Qlearn ?a Qlearn?, -1 @ @ @
Qfindo | 7, Qfindo?, —1 0 0 0
Qfindl | 7, Qind17, —1 0 0 0
qfindo? 0 0 0 b, qx,1
qfind1? 0 0 0 b,qz,1
Gnext ?7 next?, 1 @ @ @
Anext? @ @ @ @
Qearn? 0 0 0 b,q—,1

Tabelle 1.1: Ubergangsfunktion zum Beispiel: Gleichheit von Zeichenfolgen
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AuBerdem bendtigen wir noch einen Zustand ¢— analog zu ¢ und wir miissen alle
Fille betrachten, die am Ende auftreten kénnen. Die weiteren Uberlegungen sind in
Tabelle [T auf Seite Bl zusammengefasst.

Die hier konstruierte TM lautet also

M = < [':= {0,1,?,:,#,6,1,()},
Q = {QScam Qscan?; Qerror Qclear, 9=» 4#» Qlearn,

qfind0, 4findl, 4findo?s dfind1?, Qnext, Gnext? Qlearn?, QTeady} )
67 b7 4o ‘= Y4scan, 4+ ‘= QTeady>

mit 8 Zeichen und 15 Zusténden. Diese TM ist deterministisch und jedes Endbild ist
ein Ergebnis. Das ist aber nicht notwending, wenn uns ausschliellich interessiert, ob
die Eingabe giiltig ist und die Zeichenfolgen gleich sind. Diese Uberlegung fiihrt uns zu
weiteren Definitionen im folgenden Abschnitt.

1.1.3 Sprache, Laufzeit

Interessante Aufgabenstellungen fiir TM sind
e herauszufinden ob eine Fingabe eine gewisse Eigenschaft hat und
e aus einer Fingabe eine Ausgabe zu ermitteln.

Die folgenden Definitionen liefern uns dazu die Rahmenbedingungen:
Definition 1.12 (Sprache) Zu einer TM M bezeichnen wir mit

L(M):={x el :3F Ergebnis: S (z) - E}
die von M akzeptierte Sprache.

Im angefiihrten Beispiel ist L (M) = I'* und daher nicht zum Trennen beziiglich der
Eigenschaft ,, die Zeichenfolgen sind gleich® geeignet. Wir haben — wenn uns ausschlief3-
lich diese Entscheidung interessiert — sogar zu viel Aufwand betrieben: Die TM

M:=( T:={0,1,7,0,1,b},
Q = {QScaTu (scan?, 9= Qlearn; 4 find0; 4 findl, 9 find0? 4 find1? Qnexts Qnext?, QIearn?} )
Y |F><Q7 b7 qo ‘= Yscan; 4+ ‘= Q:>

mit 6 Zeichen und 11 Zustinden liefert genau L (M) = {z?z:z € {0,1}"}. Die Ein-
schrankung von 0 bezieht sich hierbei auch auf das Bild, d.h. Elemente der Bilder, die
nicht in I' x @ x {—1,1} liegen, werden entfernt — dadurch entstehen in diesem Fall
Endbilder, die keine Ergebnisse sind.

Bezeichnung 1.13 Fine TM M, die immer ein FErgebnis liefert, also Yx € I'*
dE Ergebnis : S (x) F* E oder L (M) =T'*, nennen wir total.

Bezeichnung 1.14 Fine deterministische und totale TM heifst berechnend.

!Die Bilder seien die einelementigen Mengen, die das jeweils angegebene Tupel enthalten.



1 Komplexitat

Definition 1.15 (Funktion) Zu einer berechnenden TM M bezeichnet

fu e r« — I
FEingabe +— Ausgabe

die von M berechnete Funktion. Diese Funktion ist wohldefiniert, weil M deterministisch
und total ist.

Als néchstes interessiert uns der Aufwand, den wir zur Erfiillung einer solchen Aufga-
benstellung betreiben miissen.

Definition 1.16 (Laufzeit, Zeitkomplexitit) Die Zeitkomplexitit einer TM M ist

— ; . S k
Ty (n) == oA mm{k € N : JE Ergebnis : S (z) F E}

falls M nicht-deterministisch und fiir eine deterministische TM

T (n) :=max {k € N : 3E Endbild : S (v) -* E}.

zel'™

Aufserdem ist Ty (n) := oo falls es ein x € I gibt, fir das M nicht hilt.

Hierbei ist es wichtig, dass uns bei nicht-deterministischen TM nur Ergebnisse in-
teressieren, weil die Sprache iiber die Existenz eines solchen definiert ist. Selbst wenn
bereits ein Endbild vorliegt, kann nicht gesagt werden ob ein Ergebnis existiert. Wir ge-
hen jedoch davon aus, dass wir eine nicht-deterministische TM nach spétestens Ty, (n)
Schritten anhalten.

Lemma 1.17 (Speicherkomplexitit) Die tatsichlich bendtigte Linge des Bandes ist
durch die Zeitkomplexitit beschrdankt:

Vi,n € N:Ve eI VS = (k,q,t) € Sy : S (z) F* SAi>max (n, Ty (n)) =t(i) =0b
fiir M deterministisch. Fir nicht-deterministisches M sei zusdtzlich x € L (M).

Beweis [LT7 Gelingt mit dem selben Argument wie Beweis Aus der Definition
von Ty (n) folgt AN < Ty (n) = S (z) FY S. In S (x) steht der Kopf an Position 1, in S
folglich hochstens an Position Ty, (n) + 1 ohne diese beschrieben zu haben. O

Bezeichnung 1.18 (Komplexitit) Wir kinnen also die Zeitkomplexitat kurz mit
Komplexitat bezeichnen.

Die Anzahl der Zeichen und Zustinde interessiert uns dabei wenig, da diese fixe
natiirliche Zahlen sind, die nicht von der Eingabe abh&ngen. Ebenso ist der Umfang
der Ubergangsfunktion dadurch beschrénkt: Thre Bilder haben insgesamt hochstens
2|1 |Q|* € N Elemente.

Die Komplexitéit der im Beispiel angefiihrten TM ist aus O (n?).
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1.1.4 Komlexitatsklassen

Zentrale Fragen der Komplexitétstheorie beziehen sich auf Komplexitatsklassen. Diese
definiert man auf Sprachen beziiglich der Existenz eines Computers von entsprechender
Komplexitat. Die folgenden Klassen werden iiber TM definiert:

Definition 1.19 (P) Unter Problemen mit polynomieller Laufzeit verstehen wir

P:={L CT*: T beliebig, endlich N3IM deterministische TM : Ip € N [z] :
L=L(M)ANVneN:Ty(n)<pn)}

Definition 1.20 (NP) Probleme mit nicht-deterministisch polynomieller Laufzeit sind

NP :={L CT*: T beliebig, endlich N3IM TM :3p € N [z] :
L=L(M)AVYneN:Ty(n)<p(n)}

Es werden dabei Sprachen iiber beliebigen endlichen Alphabeten betrachtet. Trotzdem
ist das Verhaltnis der beiden Mengen zueinander scheinbar einfach beschrieben:

Lemma 1.21 (P C NP) NP enthdlt P.

Beweis [L21] Fiir eine Sprache aus P existiert eine deterministische TM M und eine
obere Schranke fiir die Laufzeit. M ist aber gleichzeitig eine (nicht-deterministische)
TM: Wenn wir die Komplexitét in diesem Sinne messen, wenden wir das Maximum auf
eine Teilmenge der Elemente an, wihrend das Minimum nicht zum Tragen kommt — die
Komplexitat wird also nicht grofler. Daher erfiillt M auch die Forderungen in NP. O

Ob NP = P, ist eine immer noch offene Frage und gehort zu den bekanntesten.
Thre Beantwortung ist mit einer Million Dollar dotiert ([I8],H]). Allgemein wird ange-
nommen, dass NP # P, weil sehr viele schwierige Problemstellungen aus vielen ver-
schiedenen Bereichen in NP liegen, fiir die aber kein effizienter Algorithmus gefunden
werden konnte. Diese schwierigsten Probleme sind dquivalent zueinander — in einem
Sinn, den Abschnitt [[L2.1] beschreibt — und alle bisher gefundenen Algorithmen haben
nicht-polynomielle Laufzeit (in den jeweils schlechtesten Féllen).

Die offensichtliche Simulation nicht-deterministischer TM unter realen Umsténden
lasst sogar exponentielle Laufzeit vermuten. Zuerst legen wir uns ein paar Techniken
zurecht, die es uns in Hinblick auf die eben definierten Problemklassen auch erlauben,
,nhormale* Computer zu verwenden. Dazu geben wir an, wie wir Pseudocode-Befehle mit
einer deterministischen TM simulieren. Diese Elemente kénnen natiirlich auch auf nicht-
deterministische TM angewendet werden. Dariiber hinaus geben wir die Komplexitét
an: Alle Befehle mit polynomieller Laufzeit konnen wir verwenden, um eine TM zum
Beweis einer Zugehorigkeit zu P oder N P zu konstruieren.

Eingabealphabet

Wir werden héufig Zeichen am Band markieren miissen um sie wiederzufinden oder
nicht noch einmal zu bearbeiten. Das ist kein Problem, weil wir zu einem urspriinglichen
Alphabet endlich viele Markierungen hinzufiigen kénnen. Diese Anzahl muss fiir den
Algorithmus — nicht fiir die Eingabe — fest gewihlt sein. Sicherzustellen, dass jedes
Zeichen c € ' der Eingabe nicht markiert oder allgemeiner aus einem Eingabealphabet
Y mit b ¢ ¥ C I ist, kostet n Schritte, wenn n = |z| die Liange der Eingabe ist.
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Syntax, Semantik

Bei der Gleichheit von Zeichenfolgen haben wir an die Eingabe noch eine weitere Anfor-
derung gestellt: Die Eingabe durfte nur genau ein Fragezeichen enthalten. Eine solche
Anforderung nennen wir Syntaz. Die Syntax ist einfach zu iiberpriifen und soll (viele)
Elemente aus I'* erkennen, die nicht in L liegen. Ein Eingabealphabet gehort zur Syntax.

Erst bei einer korrekten Syntax konnen wir der Eingabe eine Bedeutung geben. Im
Beispiel haben wir die Teile vor und nach dem einen Fragezeichen als Zeichenfolgen
interpretiert. Diese Bedeutung heifit Semantik. Insgesamt wird eine Eingabe akzeptiert,
wenn sie die Syntax und semantische Anforderungen erfiillt, zum Beispiel die Gleichheit
der Zeichenfolgen.

Eine obere Schranke fiir die Laufzeit muss Syntax- und Semantikpriifung beriicksich-
tigen.

Variablen

Wir kénnen durch Erweiterung der Zusténde eine endliche Anzahl einzelner Zeichen aus
dem Alphabet , speichern“ und diese wiedergeben oder fiir eine Entscheidung heranzie-
hen. Auch diese Anzahl darf aber nicht von der Eingabe abhéngen.

Um uns eine variable Anzahl Zeichen zu merken, kénnen wir diese am Ende der
Eingabe auf das Band schreiben. Dazu verwenden wir einfach ein anderes Alphabet fiir
jede neue Variable. Wir gehen davon aus, dass wir die Lénge einer Variable unseres
Algorithmus immer mit einer Funktion [, in Abhéngigkeit von der Lange der Eingabe
beschrénken konnen. Dann kostet das Kopieren der gesamten Eingabe in eine Variable
O (n(n + lyar (n))) Schritte, weil die Anzahl der Variablen konstant sein muss.

Das Vergleichen zweier Variablen kostet O (n + lyar (n)Q) Das n benétigt man um von
der aktuellen Position am Band zur Variable zu wechseln und anschlielend zuriickzu-
kehren. Den selben Aufwand hat das Addieren zweier Variablen, wenn man die ge-
speicherte Zahl als Linge der Variable codiert. Eine Multiplikation braucht in die-
sem Fall O (n—l—lvm (n)3) Schritte. Die Codierung in Stellen iiber einem Alphabet
erhoht den Aufwand nicht. So benotigt etwa ein Algorithmus, der die Vorkommen be-
stimmter Zeichen zahlt und als dekadische Zahl am Ende der Eingabe niederschreibt
O (n(n +19log (n))) C O (n?) Schritte: n fiir das Durchlaufen der Eingabe und jeweils
n +10 log (n) fiir das Kopieren der Information.

Schleifen

Ebenso sehen wir, dass es kein Problem ist bestimmten Code mehrfach — ndmlich auch
entsprechend des Wertes in einer Variable — zu wiederholen. Wir kénnen dazu die Werte
bei jedem Durchlauf direkt dekrementieren oder mit Markierungen zur selben Basis
versehen. Dieses Konzept kann sogar dahingehend erweitert werden, dass Variablen an
den selben Stellen am Band gespeichert werden. Nun interessiert uns aber welche Werte
wir nur in Abhéngigkeit der Lénge einer Eingabe oder einer Variable berechnen kénnen:

Definition 1.22 (Schrittfunktion) FEine Funktion T : N — N heifft Schrittfunktion,
wenn es eine deterministische TM gibt, die fir alle Fingaben aus I'™ genau nach T (n)
Schritten hilt.
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Beispiele fiir Schrittfunktionen ergeben sich aus den eben beobachteten Laufzeiten.
Nun kénnen wir auch den Komplexitatszusammenhang zwischen nicht-deterministischen
und deterministischen TM angeben:

Satz 1.23 (Simulation nicht-deterministischer TM) Sei N eine nicht-determi-
nistische TM mit Ty (n) € O (T (n)) einer durch eine Schrittfunktion beschrinkten Kom-
plexitit und L = L (N) der von N akzeptierten Sprache. Dann existiert eine Konstante
¢ und eine deterministische TM M, die L in Ty (n) € O ( ”)) akzeptiert.

Beweis Sei x eine beliebige Eingabe mit Linge n und & = max {|d (v, q)| :
y € Ty Ag € Qn}. Dann gibt es hochstens k™ Berechnungen die vor dem Zeitpunkt
Ty (n) enden. z € L gilt dann und nur dann, wenn eine dieser Berechnungen mit einem
Ergebnis endet.

Sei m € N ein Faktor, der die Schranke Ty (n) < mT (n) erfillt. M schreibt nun
zunéchst k™7™ in der Basis k in eine Variable A und kopiert die Eingabe in eine andere.
AnschlieSend durchléuft M eine Schleife in der jedesmal die Variable A dekrementiert
wird und bis A gleich 0 folgende Befehle ausfiihrt:

1. Kopiere die Eingabe wieder an den richtigen Platz.

2. Simuliere N. Wihle dabei im i-ten Schritt jeweils jenes Element der Ubergangs-
funktion, das der i-ten Stelle von Variable A entspricht.

Das Kopieren und die Wahl der Ubergangsfunktion in jedem Schritt bendtigen je-
weils O (n(n + lyar (n))) Schritte falls N das Band nicht iber die Lénge der Einga-
be bendstigt, O (lyar (n) (1 =+ lyar (n))) sonst. Insbesondere wird ihre Laufzeit also durch
ein Polynom p (mT (n)) beschrénkt. Daher dauert die gesamte Simulation héchstens

)
p(mT (n)) - kmT™ € O (cmT ”)) Schritte, wobei ¢ eine Konstante ist. O

1.2 NP-Vollstandigkeit

Nachdem wir einen Zusammenhang zwischen allgemeinen TM und existierenden Com-
putern hergestellt haben, wollen wir eine Verbindung zwischen Sprachen und realen
Problemen herstellen:

Bezeichnung 1.24 (Entscheidungsproblem) Fine Sprache L C ¥* iber einem end-
lichen Eingabealphabet ¥ nennen wir Entscheidungsproblem oder kurz Problem. Die
Fragestellung eines Entscheidungsproblems lautet:

Gegeben eine Zeichenfolge x € ¥*. Gilt x € L?

Der Zusammenhang zwischen einer Sprache als Teilmenge beliebiger Eingaben und
einem verbal formulierten Problem ist die auf Seite @ beschriebene Semantik. Die Syntax
wird verwendet um das Problem fiir den Computer zu iibersetzen. Wir verwenden aber
die Begriffe Problem und Sprache beliebig.

10
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Bezeichnung 1.25 (Probleminstanz) Zu einem Entscheidungsproblem L C X* ist
x € X* eine (Problem-)Instanz. Die Linge von x heifft GroBe der Instanz.

Bemerkung 1.26 P entspricht also genau den Problemen, die auf existierenden Com-
putern in polynomieller Zeit abhdingig von der Grifie der Instanz geldst werden konnen.

Wenn wir eine dhnliche Aussage iiber N P machen wollen, miissen wir zu einem Trick
greifen, weil exponentielle Laufzeiten — unabhéngig davon ob die analoge Aussage dann
iiberhaupt richtig wére — in der Praxis uninteressant sind:

Bemerkung 1.27 NP entspricht genau den Problemen, die auf existierenden Compu-
tern mit einem Kobold in polynomieller Zeit abhdngig von der Griofie der Instanz geldst
werden kénnen. Diesen Kobold darf der Computer bei einer Verzweigung im Code befra-
gen, welcher Teil ausgefiihrt werden soll: Der Kobold antwortet immer mit der richtigen
Entscheidung, falls es diese gibt.

Die Intension dieser Bemerkung ist klar: Der Kobold implementiert die Ezistenz ei-
ner Berechnung mit Ergebnis indem er immer das entsprechende Element der Uber-
gangsfunktion verwendet. Die Fragen an den Kobold diirfen aber nicht von der Instanz
abhéngen. Daher verfolgen wir diesen Gedanken auch nicht weiter oder formalisieren
ihn, er dient nur dem Versténdnis.

1.2.1 Reduktion von Problemen

Die Definitionen von P und N P lassen vermuten, dass diese unvorstellbar grof3 sind. Eine
Klassifizierung ist wiinschenswert. Zu diesem Zweck miissen wir einen Zusammenhang
zwischen Problemen festlegen:

Definition 1.28 (Transformation) Seien 31, %, endliche Alphabete.

o Fine Funktion f : X7 — X5 heifit Transformation, wenn es eine berechnende TM
M gibt mit frr = f.

e [Eine Transformation ist polynomiell, wenn es ein Polynom p € N [n] g¢ibt, sodass
Ty (n) € O(p(n)) fir eine der TM M gilt.

Defintion und Lemma 1.29 (Reduzierbarkeit) Seien L; C 3%, i = 1,2 Sprachen
tiber endlichen Alphabeten. Ly heifit (polynomiell) reduzierbar auf Lo, Ly <y Lo, wenn
es eine (polynomielle) Transformation f : 37 — X% gibt, die die Zugehirigkeit zur
jeweiligen Sprache fiir alle Zeichenfolgen tiber 3 erhdlt:

Ly <@y Ly : <= 3f : X7 — X5 (polynomielle) Trans formation :
VeedXi:x el f(x) €Ly

In der vorliegenden Arbeit wollen wir Reduzierbarkeit als polynomielle Reduzierbarkeit
interpretieren.

< ist reflexiv und auf endlichen Teilmengen transitiv.

11
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Beweis [[.29 Die Identitdt auf einem beliebigen Alphabet ist eine Transformation
mit Laufzeit konstant 0, daher ist < reflexiv. Zur Transitivitdt benotigen wir zwei Ar-
gumente:

1. Wir konnen die Hintereinanderausfithrung zweier TM My, M, in einer simulieren
ohne den Aufwand zu erhohen, indem jedes Ergebnis von M; zu einem Startbild
von My wird.

2. Die Lénge der Ausgabe von M; i = 1,2 ist durch Ty, (n) < p; (n) beschrénkt.
Daher ist die Gesamtdauer der Simulation durch das Polynom p; (n) + p2 (p1 (n))
beschrankt.

Dieses Argument kann auf endlich viele TM erweitert werden, nicht aber auf beliebige
Reduzierbarkeit. O

Wenn wir ein Problem L, auf L, reduzieren konnen, enthélt L, in einem gewissen Sinn
alle Instanzen von L. Ly muss daher schwieriger bzw. nicht leichter sein. Nun kénnen
wir NP-vollsténdig als die schwierigsten Probleme in NP definieren:

1.2.2 Die Klasse NP-vollstandig

Definition 1.30 (NP-vollstindig) Eine Problem L liegt in oder ist NP-vollstindig,
wenn es in NP liegt und alle Probleme aus NP enthdlt:

NP-vollstindig := {L € NP:VL' e NP: L' <L}

In Abschnitt [[.3.3] werden wir zeigen, dass diese Klasse nicht leer ist. Sobald wir aber
ein Problem aus NP-vollstdndig gefunden haben, konnen wir die Zugehorigkeit weiterer
Probleme einfacher zeigen.

Lemma 1.31 Sei Ly aus NP-vollstindig.
VIh € NP: Ly < Ly = Ly € NP-vollstindig

Beweis [[L31] Wir miissen zeigen, dass VL € NP : L < Ly. Wir haben aber L < Ly <
L, als Voraussetzung und die Transitivitat auf {L, Lo, L1 }. O

Dariiber hinaus kénnen wir mit dieser Klasse die Diskussion von N # NP aus Ab-
schnitt [LT.4 unterstreichen. Es gilt ndmlich nicht nur — wie Lamma [[3T] zeigt —, dass ein
Problem schwierig ist, wenn es ein beliebiges schwieriges Problem enthélt, sondern auch,
dass alle schwierigen Probleme einfach sind genau dann, wenn eines von ihnen einfach
ist:

Satz 1.32 Sei Ly aus NP-vollstindig.
Lye P<— P=NP

Beweis[[.32] Wenn P = NP gilt klarerweise Lg € P. Umgekehrt sei L € N P beliebig.
Es gilt also L < Ly, weil dieses aus NP-vollstdndig ist. Die deterministische TM, die
L akzeptiert, braucht also nur die polynomielle Transformation auf Ly durchzufiihren
und die berechnete Instanz zu entscheiden. Die Argumente aus Beweis liefern eine
insgesamt polynomielle Laufzeit. o

12
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Beispiel-Probleme

In diesem Abschnitt sind NP-vollstdndige Beispielprobleme aufgefiihrt und kurz be-
schrieben. Beweise zur Komplexitit sind unter vielen anderen in [II] zu finden. Allge-
mein gilt, dass die meisten dieser Probleme auch in der Praxis bedeutend sind, und dass
Losungsansitze ausfithrlich untersucht wurden.

SAT

Hierbei geht es um die Erfillbarkeit aussagenlogischer Formeln. In Abschnitt werden
wir das Problem exakt definieren.

Zu beachten gilt, dass je nach Autor Formeln bestimmter Art zugelassen werden. Die
Bandbreite reicht ausgehend von beliebigen logischen Operatoren (Negation, Konjunkti-
on, Disjunktion, Aquivalenz, Kontravalenz, Implikation) iber Normalformen (zum Bei-
spiel CNF2, k-CNF) bis hin zur ausschlielichen Verwendung von Negation und entweder
Konjunktion oder Disjunktion. Alle diese Auspragungen kénnen ineinander iibergefiihrt
werden.

CLIQUE

Die Fragestellung dieses Problems lautet: Gibt es zu einem gegebenen ungerichteten
Graphen und einer natiirlichen Zahl k einen vollstdndigen Untergraphen der Grofle k7
Unter einer CLIQUE versteht man dabei eben jene Teilmenge der Knoten, in der je zwei
Knoten adjazent sind. Dieses Problem wird in Abschnitt B.3.4] definiert.

VC

Das Problem ,, Vertex Cover” ist eng mit CLIQUE verwandt. Unter den gleichen Vorga-
ben sucht man eine Teilmenge, in der zu jeder Kante mindestens ein inzidenter Knoten
liegt. Auch dieses Problem wird in Abschnitt B.3.4] genauer vorgestellt.

TSP

Unter dem ,, Traveling Salesman Problem® versteht man das Problem eines Handlungs-
reisenden, seine Reisekosten zu beschrinken: Gegeben ein einfacher gerichteter Graph
mit durch natiirliche Zahlen bewerteten Kanten und eine natiirliche Zahl &, gibt es einen
Pfad, der alle Knoten (einmal) durchlauft, sodass die Summe der Bewertungen durch k
beschriankt ist?

Fiir TSP gibt es die Varianten mit ungerichteten Graphen, also symmetrischen Be-
wertungen, und mit Bewertungen, die die Dreiecksungleichung erfiillen. Aber auch diese
Spezialfille sind genauso schwierig.

HAM

Gegeben ein Graph, gibt es einen Hamiltonkreis? Darunter versteht man einen einfachen
Kreis, der alle Knoten mindestens einmal, aber keine Kante ofter trifft. Die Varianten

2siehe Definition [33]

13
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gerichteter und ungerichteter Graph sind insofern gleich schwierig, als sie beide in NP-
vollstandig liegen.

3DM

Beim ,,3-dimensionalen Matching® (Zusammenfiihren/Anpassen) versucht man von einer
gegebenen dreistelligen Relation auf gleich méchtigen Mengen eine Teilmenge anzugeben,
die nicht méchtiger ist als diese Mengen, aber jedes threr Elemente in einem Tupel
enthélt. Auch dieses Problem wird in Abschnitt B3.4] exakt definiert.

KNAPSACK

Das Rucksack-Problem findet zum Beispiel in der Kryptologie Anwendung: Gegeben
ganze Zahlen ay,...,a,,0 € Z, gibt es eine Teilmenge der a;, deren Summe gleich b
ist? Das selbe Problem auf natiirlichen Zahlen aq,...,a,,b € N ist ebenfalls bereits
schwierig. Wir werden das in Abschnitt B.3.4] beweisen.

Verwandte Probleme

Es ist wichtig zu beachten, dass die hier angefiihrten Fragen immer Entscheidungsfragen
sind, die positiv oder negativ beantwortet werden sollen. Daher gibt es zu jedem dieser
Probleme eind? Sprache im hier behandelten Sinn.

Oft werden dieselben Bezeichnungen fiir verwandte Optimierungs- oder Abzéhlpro-
bleme verwendet:

e Wieviele erfiillende Belegungen, Hamiltonkreise, Matchings oder Partitionen einer
ganzen Zahl gibt es?

e Wie grof} ist die grofite CLIQUE?
e Wie klein sind die kleinsten VC oder Reisekosten?

Es ist klar, dass diese Fragestellungen nicht einfacher zu beantworten sind. Diese Pro-
bleme entsprechen der Berechnung einer Funktion (Probleminstanz — Antwort) und
werden auch anhand ihrer Laufzeit analysiert, entsprechen aber nicht unserer Kategori-
sierung.

1.3 SAT

In Kapitel Pl werden wir SAT als Hilfsmittel verwenden um zu beweisen, dass Mineswee-
per NP-vollstandig ist. Aulerdem garantiert uns dieser Abschnitt, dass NP-vollstandig
nicht leer ist. Fiir beide Belange bendtigen wir aber nur ein beliebiges NP-vollstéandiges
Problem und werden SAT nicht in vollem Umfang diskutieren.

3Es gibt unendlich viele Sprachen/Darstellungen fiir jedes Problem!
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1.3.1 Grundlagen

Zur Definition des Erfiillbarkeitsproblems SAT benétigen wir Formeln der Aussagenlo-
gik.
Definition 1.33 (Formel) Wir definieren rekursiv:

e 1; heifit (Wahrheits-)Variable fiir alle i € N.

e Fiir eine Variable x; sind x; und T; Literale.
e Fiir Literale yy,...,y, isty1 V...V y, eine Klausel.

e Fir Klauseln Cy,...,C,, ist C1 A ... N C,, eine Formel.

Diese Form aussagenlogischer Formeln nennt man Konjunktive Normalform (CNF).
Weitere Normalformen oder allgemeine Formeln mit weiteren Operatoren werden wir
hier nicht benotigen.

Bezeichnung 1.34 (Belegung) FEine Funktion ¢ : N — {0,1} heifst Belegung.

Definition 1.35 (Auswertung) Die Erweiterung einer Beleqgung ¢ auf Formeln nen-
nen wir Auswertung. Wir definieren rekursiv entsprechend Definition [L.33:

o v(x;):=p ) und ¢ (T;) :=1— (i) fir Literale
o« o0V V) = max{p (), ..., (un)} fir Klauseln
e 0(CYN...ANCp) :=min{p(C1),...,¢(Cn)} fir Formeln

Bemerkung 1.36 Die Auswertung entspricht genau den bekannten Junktoren und und
oder der Aussagenlogik, wobei Klauseln — also ,V“ — zuerst ausgewertet werden. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit konnen wir Klammern um Klauseln setzen. Diese unter-
streichen aber nur die semantische Bedeutung und werden in der Syntax einfach igno-
riert.

Problem 1.37 (SAT) Gegeben eine aussagenlogische Formel F (in CNF). Existiert
eine Belegung ¢ deren Auswertung ¢ (F') =1 erfillt?

Diese Formulierung ist offensichtlich semantisch. Zur Klassifizierung von SAT miissen
wir den Zusammenhang zur Sprache herstellen.

1.3.2 Umsetzung am Computer

Das Problem bei der direkten Umsetzung des verbal formulierten Problems SAT auf
einer TM ist der unendliche Vorrat an Variablen x;. Wir miissen diese in einem endlichen
Alphabet codieren. Der auch spéter zur Angabe eines Algorithmus einfachste Weg ist
es, Literalzeichen mit der Vielfachheit ihrer Indizierung zu wiederholen.

Ygar = {x,i:, V, /\}

Als néchstens werden wir eine TM Mj,,, angeben, die alle syntaktisch richtigen Eingaben
fiir SAT akzeptiert. Hierbei ist es nur wichtig, dass V und A weder am Anfang, noch am
Ende, noch direkt aufeinanderfolgend auftreten. Aulerdem miissen aufeinanderfolgende
Literalzeichen gleich sein.

15
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) x z \% A b
4z vawal @ an0p71 /\7qop71 ba q-i-a_l
T @ E,qf,l anopvl /\7q0p71 ba Q-i-a_l
Qop | Ty qu, 1| T, ¢z, 1 0 0 0

Tabelle 1.2: Ubergangsfunktion von Mgy

Lemma 1.38 (Syntax von SAT) Die Syntax von SAT kann mit

Msyn = <F = {ZL’, j7 \/7 /\7 b} 3 Q = {QJH dz, Qop, Q-‘r} ) 57 b? 4o = Yop, Q+>
in linearer Zeit tiberprift werden: Ty, (n) € O (n).

Beweis [L.38 Die Giiltigkeit der Syntax und die Laufzeit konnen unmittelbar von ¢
in Tabelle auf Seite [[6] abgelesen werden. O

Da die Codierung eines Literals y; genau i Zeichen benétigt, folgt sofort:

Korollar 1.39 FEine Auswertung @ einer Formel als Eingabe der Linge n hdngt héchs-
tens von den Werten ¢ (1),...,¢(n) ab.

Der offensichtliche Weg die Erfiillbarkeit einer solchen Eingabe zu testen ist das
Auswerten aller 2" unterschiedlichen Belegungen. Diese Beobachtung ldsst uns nur
dann auf einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit hoffen, wenn uns eine nicht-
deterministische TM zur Verfiigung steht.

Satz 1.40 (SAT € NP) SAT kann in quadratischer Zeit auf einer TM getestet werden.

Beweis Wie schon gezeigt kann die Syntax in n sichergestellt werden. Die
weitere Vorgehensweise ist das nicht-deterministische Generieren einer Belegung und
die anschliefende Auswertung. Dadurch generieren wir implizit alle Belegungen und
finden die richtige falls diese existiert. Der Algorithmus ist mit Laufzeitschranken in
Tabelle auf Seite [[7] angegeben. O

Der in Tabelle angegebene Algorithmus zeigt die Auswertung sehr klar, indem er
alle Rekursionsebenen der Definition [[L35] auf dem Band wiedergibt. Nach dem Kopieren
der ersten Zeichen der Belegung in die Literale konnte man die Auswertung auch direkt
— analog zur Syntax — in n Schritten durchfiihren, weil jede Klausel, die zu 1 ausgewertet
wird ,,vergessen“ werden kann, wihrend eine Klausel ohne ein 1 am Ende irgendeines
Literals, sofort x ¢ SAT liefert.

Wir sehen, dass die Auswertung deterministisch ausgefithrt wird. Die Existenz einer
Belegung wird nicht-deterministisch in polynomieller Zeit iberpriift. Es wird sich zeigen,
dass diese Moglichkeit charakteristisch fiir NP ist.

Bezeichnung 1.41 (Vorhersagerelation, Zeuge) Fiir zwei disjunkte endliche Al-
phabete ¥, ¥ nennen wir eine beliebige Relation R C (¥* x ¥*) Vorhersagerelation.
Als Interpretation seien die Zeichenfolgen aus ¥’ Zeugen fiir Figenschaften der Zeichen-
folgen aus X.
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Befehl mit Laufzeit O (f (n)) | f(n) ]

Uberpriife die Syntax. n
Kopiere jedes Literal — also jeweils die Anzahl aufeinanderfolgender | n
Literalzeichen — in die (einzige) Variable. Diese enthélt anschliefSend
das Maximum und ist nicht ldnger als n.

Uberschreibe jedes Zeichen der Variable nicht-deterministisch wahlwei- n
se mit 0 oder 1. Dies ist die gesuchte Belegung.
Fiir jedes Literal: Kopiere die ersten Zeichen der Belegung auf das | n
Literal und kopiere anschlieBend das letzte dieser Zeichen bzw. die
andere Belegung im Falle von z auf alle Zeichen des Literals.

Zur Laufzeit: der erste Teilbefehl entspricht einem , kopiere Eingabe*.
Fiir jede Klausel (also jeweils ein Bereich zwischen Zeichen aus n
{b, A, Variable}): Uberschreibe alle Zeichen mit 0; sobald ein Zeichen
1 gefunden wird, alle — auch die vorigen in diesem Bereich — mit 1.
Zur Laufzeit: kein Zeichen wird ofter als 3 Mal gescannt.

Die Formel ist genau dann erfiillbar, wenn auf den ersten n Zeichen | n
kein 0 (mehr) vorkommt.

Tabelle 1.3: Algorithmus zu SAT

Definition 1.42 (Vorhersagesprache) Fir R C (X* x ) eine Vorhersagerelation
18t

Lr:={{zy: z€X*, yeX™ (x,y) € R}

die zu R gehérende Vorhersagesprache.

Definition 1.43 (polynomielle Vorhersagerelation) FEine Vorhersagerelation R ist
polynomiell, wenn Lr € P.

Unseren Beobachtungen zufolge gilt mit obigen Bezeichnungen folgender Satz, dessen
Beweisideen alle bereits erarbeitet wurden:

Satz 1.44 (Zeugen fiir NP)

NP ={L CT*: T beliebig, endlich A 3Jp € N [n]: 32 endlich :
JR C (I'* x ¥*) polynomielle Vorhersagerelation :
Veel*:xeLeJyexrlel: (vy) e R}

Beweis [[.44] ,2“: Gegeben ein Polynom p(n) und eine polynomielle Vorhersagere-
lation R C (I'* x ¥*) zu einer Sprache L suchen wir eine TM, die L in polynomieller
Zeit akzeptiert. Diese TM generiert zunsichst nicht-deterministisch ein y € P02 in der
(einzigen) Variable. Die Laufzeit liegt in O (|x| (Jz| + p (Jx]))). Anschliefend verwenden
wir die TM von R um den generierten Zeugen zu iiberpriifen.

,C“: Gegeben eine nicht-deterministische TM M, die L akzeptiert, mit polynomieller
Laufzeitschranke p € N [n| suchen wir eine polynomielle Vorhersagerelation und ein
Polynom als Schranke der Lénge eines Zeugen. Analog zu Beweis suchen wir uns
die maximale Anzahl k nicht-deterministischer Wahlmoglichkeiten von M. ¥ sei beliebig
mit k£ Zeichen, wir interpretieren wieder jede Berechnungsméglichkeit von M eindeutig
einem y € Y7 zugeordnet und legen fest, dass

17



1 Komplexitat

(x,y) € R <=,y ist eine Berechnung mit Ergebnis auf M mit Eingabe z*.

Das Berechnen der Relation entspricht genau der deterministischen Simulation einer
Berechnungsmoglichkeit von M. Die Existenz einer Berechnung, die x € L, liefert,
entspricht nun genau der Existenz eines Zeugen. O

1.3.3 SAT ist NP-vollstindig

SAT hat uns in natiirlicher Weise eine Charakterisierung von NP geliefert, und das
Testen von SAT hat keinen — zumindest keinen offensichtlichen — Algorithmus der in
polynomieller Zeit auf einer deterministischen TM lauft. Wir werden zeigen, dass SAT
schwierig ist.

Da Satz bereits SAT € NP liefert, benttigen wir fiir den Nachweis der NP-
Vollstandigkeit von SAT nur, dass es alle Probleme aus NP enthélt.

Bemerkung 1.45 Wir wollen zeigen, dass fiir eine beliebige Sprache L € NP gilt:
L < SAT. Dazu miissen wir gemdf§ Definition eine polynomielle Transformation
angeben, die zu jeder Eingabe x iber dem Alphabet von L eine Formel (in CNF) liefert,
die genau dann erfillbar ist, wenn x € L.

Bezeichnung 1.46 Folgende Objekte und Bezeichnungen seien fiir die weitere Kon-
struktion fest gewdhlt:

e [ € NP cine beliebige Sprache

o M = (I'={co,...,cn},Q=Aqo, - ,qs-1},0,b=co,q,9+ = q1) eine TM, die L
akzeptiert: L (M) = L

e p € N[n] ein Polynom, das Ty (n) < p(n) beschrinkt
o T =cjcj -, € eine beliebige Eingabe mit Lange |z| = n.

Zu diesen Vorgaben miissen wir nur noch Variablen angeben, die M und ihr Verhalten
auf x hinreichend beschreiben, und diesen Zusammenhang in der gesuchten Formel si-
cherstellen. Zunéchst erweitern wir M, sodass die TM bei Endbildern nicht halt. Dadurch
konnen wir exakt zum Zeitpunkt ¢t = p (n) feststellen, ob z € L:

Wir fiigen @ einen neuen Zustand ¢, hinzu und definieren fiir jene (¢ € ', ¢ € Q) mit
(e, q) =0

¢, q+,1) falls ¢ =q4
0(c,q) = { Ec, qs, 1)> sonst

Die beiden Zusténde ¢, und g, haben und hatten keine Bedeutung fiir den Algorithmus.
Sie speichern einfach die Entscheidung von M fiir immer — insbesondere also bist = p (n).
Tabelle [[4] auf Seite I3 zeigt die Variablen, denen wir das ebenfalls angegebene Ver-
halten aufzwingen wollen. Wegen Lemma [[LI7] benttigen wir fiir die Positionen k am
Band nur den selben Indexbereich wie fiir die Zeit .
Im Folgenden werden wir eine Formel F angeben, die das auch leistet. Sie wird aus
F=8SANKANUNQpp),1 zusammengesetzt, wobei die Teilformeln die Bedeutungen
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Name Indexbereich Anzahl gewitnschte Bedeutung
(wenn = 1)
O, 0<t<p(n) (p(n)+1)- M ist zum Zeitpunkt ¢
b 0<i<s “(s+1) im Zustand ¢;
0<tk<pn) (p(n) + 1) t (k) der Inhalt des Bandes
Cikj 0 é '_<ph b zlh +1) an Postion k& ist zum
=J= Zeitpunkt ¢ gleich ¢;
Der Kopf ist zum Zeit-
<t k< 2
K O<t.k=<p() (p(n) +1) punkt ¢ an Position &
1<t<p(n)
0<i,l<s <2-p(n)- Zum Zeitpunkt ¢ — 1 wird
Dt,i,j,l,w,p 0 < jaw S h : (S + 1)2 . <Cwa QZap> €0 (Cja Ql)
pe{-1,1} (h41)? angewendet
<Cw> pr> €0 (Cj> ql>
Dt,d = Dt,i,j,l,w,p mit
Drd eb d = (i,jL,w.p)

Tabelle 1.4: Variablen zum Beweis der Komplexitéat von SAT

e §: Startbild mit Eingabe z

e K: Konsistenz der TM (zu jeder Zeit muss genau eine der jeweiligen Variablen den
Wert 1 haben)

e U: Ubergangsfunktion (das Anwenden muss konsistent in Bedingungen und
Ausfiithrung sein)

haben. Die Klausel Q)1 garantiert, dass die Eingabe akzeptiert wird, also dass die
TM zum Zeitpunkt p (n) im Zustand ¢; = ¢, ist.

Lemma 1.47 (Startbild-Bedingung) Die Formel
S = Q(),o VAN K(),l VAN 0070,0 N 00717]'1 VANPAN CO,n,jn A CO,n+1,0 VANPAN CO,p(n),O

leistet das gewtinschte und enthdlt p (n) + 3 Vorkommen von Variablen.

Beweis [[L41 Ein Startbild enthélt den Zustand gy, der Kopf ist an Position 1 und die
Zeichen am Band sind (c¢y = b,¢j,,...,¢;,,b,...). S ist offensichtlich eine Formel nach
unserer Definition. |

Lemma 1.48 (Genau-1-Bedingung) Fir beliebige Variablen xq,...,xy5 garantiert
die Formel

1(xy,..,on) =@ V... Van) A N\ (@ VT,

1<i<j<N

dass genau eine der Variablen 1 ist. 1 (xq, ..., zy) enthdlt N* Vorkommen von Variablen.
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Beweis [1.48 Die Klausel z1 V...V zy garantiert, dass mindestens eine der Variablen
1 ist, wiahrend die Klauseln 7; V T; garantieren, dass von zwei beliebigen Variablen

mindestens eine 0 — also hochstens eine 1 — ist. Die Anzahl der Vorkommen ist N -+

oM — N2, D

Lemma 1.49 (Konsistenz-Bedingung) Die Formel

K= /\ 1(Dt,d:d€D) N

1<t<p(n)

/\ (1 (Qt,07 s 7Qt,8) A1 (Kt,07 ce 7Kk,p(n)) A /\ 1 (Ct7k70a cee 7Ct,k:,h))
(n)

0<t<p 0<k<p(n)

leistet das gewiinschte und enthdlt O (p (n) (S4h4 + 524 pn)’+p(n)- hz)) Vorkom-
men von Variablen.

Beweis Bei jedem Berechnungsschritt wird genau ein Ubergang angewendet,
und zu jedem Zeitpunkt ist die TM in genau einem Zustand, liest genau eine Position am
Band und enthilt an jeder Position genau ein Zeichen. Die Beschréankung der Vorkommen
ist mit Lemma [[.48 klar. O

Lemma 1.50 (ﬁbergang-Bedingung) Die Formel

1<t<p(n)
0<k<p(n)
0<j<h

A ((bt,d \ Qt—l,i) N (Et,d % Qt,l>> A
1<t<p(n)
<i,j,l,w,p> =deD

/\ {(Et,d \% Ft—l,k V Kt7k+p> N
1<t<p(n)
0<k<p(n)
<i7jal,w,p> =deD
(Et7d VKV Ot—Uw’) A (ﬁt,d VE; 11V Ct,k,w)}

leistet das gewiinschte und enthdlt O (p (n)2 . 52h2) Vorkommen von Variablen.

Beweis [LL50 Die einzelnen Klauseltypen sind wie folgt zu interpretieren:

e [AV|BVX: Wenn [p(A) =0 und] ¢ (B) =1, dann muss ¢ (X) = 1 gelten, damit
die Klausel — und damit die Formel — zu 1 ausgewertet wird.
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e KV CVC: Wenn der Schreibkopf nicht da war und das Band hier dieses Zeichen
enthalten hat, dann muss es dieses jetzt wieder enthalten.

e DV Q: Wenn wir diesen Ubergang anwenden wollen, dann muss der Zustand vor
und nach der Anwendung diesem entsprechen.

e DV KV X: Wenn wir diesen Ubergang anwenden wollen und der Schreibkopf da
war, dann miissen jeweils der Kopf und das gelesene und das geschriebene Zeichen
unseren Vorstellungen entsprechen.

Diese Interpretation der Klauseln als Implikation kann durch einfache Umwandlungen
logischer Operatoren iiberpriift werden. Die Beschrankung der Vorkommen ist klar. O

Lemma 1.51 (F ist einfach) Es ezistiert eine polynomielle Transformation f mit

[T — Yaur
v o= F(x) =8 @) AL (2]) AU(|2]) A Qpgap.a

Beweis [L5]] Zunéchst halten wir fest, dass die Anzahl verschiedener Variablen in F
in O (p (n)z) liegt (siehe Tabelle [L4] auf Seite [9). Lemmata zeigen, dass die

Anzahl der Vorkommen von Variablen in F in O (p (n)?’) liegt. Die TM der Transfor-
mation generiert also eine Zeichenfolge einer Lange [, (n) € O (p (n)5)

Nun miissen wir nur mehr alle Wahrheitsvariablen durchzéhlen, also mit natiirlichen
Zahlen indizieren. Ein solcher Index héngt nur von p(n) = p(|z|) ab und kann durch
Additionen und Multiplikationen berechnet werden. Von x selbst hdngen genau n Varia-
blen aus S ab, wobei diese Abhéngigkeit durch eine endliche Schleife mit jeweils O (|T'])
Durchldufen implementiert wird.

Die Syntax von SAT ist linear, also kann die Laufzeit wegen der Multiplikationen
als Operation mit der ldngsten Laufzeit — ohne weitere Rechnung — mit O (p (n)15)
beschrankt werden. Da Multiplikationen aber nur fiir die Indizes bis zu einer Gréfie von
O (p (n)z) ausgefiihrt werden, reduziert sich diese Schranke auf O (p (n)°+p (n)5> O

Bemerkung 1.52 Fin Algorithmus, der L lost indem er das Problem auf SAT redu-
ziert, hat die Laufzeitschranke O (pSAT (p (n)6>) Diese Vorgehensweise scheint nicht
effizient, selbst wenn wir uns durch Kenntnis von Figenheiten des Problems L deutliche
Verbesserungen der Schranke erhoffen diirfen.

Diese Uberlegung wurde in [I3] empirisch nachgewiesen und sogar verschdrft: Die
Verbesserung der Laufzeit fiir speziell strukturierte Instanzen, wirkt sich deutlich negativ
auf die Gesamtleistung in den jeweils schlechtesten Fillen aus.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Transformation auch wirklich die Sprache L auf SAT
reduziert. Das beweisen wir anhand der folgenden Lemmata:

Lemma 1.53 (x € L = F (x) € SAT) Wenn x € L gilt, dann ist F (x) erfillbar.
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Beweis Wenn z € L, dann existiert eine Berechnung So - S1 F ... F Sp¢,) mit
So = S (x) und der Zustand in Sy, ist ¢+ = ¢1.

Die erfiillende Belegung definieren wir auf den Variablen mit 1, wenn die jeweils an-
gegebene Bedeutung in Tabelle [L4] auf Seite [ richtig ist, mit 0 sonst. Die Auswertung
zu ¢ (F (z)) = 1 ist einfach nachzurechnen. O

Lemma 1.54 (F (x) € SAT = x € L) Wenn F (x) erfillbar ist, dann gilt x € L.

Beweis [[.54] Sei ¢ eine Belegung, sodass gilt ¢ (F (z)) = 1. Durch ¢ wird auch jede
Teilformel §, K und U und jede Klausel zu 1 ausgewertet.

Wegen ¢ (K (z)) = 1 definieren die Variablen @y ;, Cy . ;, K fir jeden Zeitpunkt ¢ ein-
deutig die relevanten Eintréige eines Standbildes S; = <k, q=q;t= <cj(0), e ,cj(p(n))>>.

Wegen ¢ (S (z)) = 1ist Sy = S (z) das Startbild mit der Eingabe x.

Wegen ¢ (U (z)) =1 folgt S;—1 F S; fiir alle 1 <t < p(n).

SchluBendlich ist die Folge S (z) = So b Sy & ... b Sym) wegen ¢ (Qpy.1) = 1 eine
Berechnung mit Ergebnis auf der Eingabe x. Daher gilt x € L. a

Satz 1.55 (SAT € NP-vollstindig) SAT ist schwierig.

Beweis[[L55] (Zusammenfassung) Die in Bemerkung[[.45] aufgezeigte Vorgehensweise,
eine polynomielle Transformation zu konstruieren, die eine beliebige Eingabe in eine
im Sinne der Reduktion von Problemen &quivalente Formel umwandelt, haben wir mit

Lemma [L51] abgeschlossen.
Den Beweis dieser Aquivalenz liefern die Lemmata und [L54] Damit ist fiir ein
beliebiges L € NP L < SAT nachgewiesen. O
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2 Minesweeper

Dieses Kapitel beschreibt das Spiel Minesweeper und liefert anschliefend eine Betrach-
tung seiner Komplexitit im Sinne des Kapitels [[I Die Beweisideen wurden erstmals
im Jahr 2000 veroffentlicht (siehe [§]). Kaye hat seinen urspriinglichen Beweis mehrfach
iiberarbeitet und mit neuen Ideen ergénzt, die er im Rahmen von Vortrégen prisentierte.
Die Gesamtheit seiner Arbeit ist Vorlage fiir den Beweis, den wir hier erarbeiten.

2.1 Das Spiel

Minesweeper ist ein kleines Computer-(Denk-)Spiel das mit dem Microsoft Betriebssys-
tem Windowd? geliefert wird. Es existiert nahezu unverindert seit Versionen, in denen
Verzeichnisse und Dateien noch in verschiedenen Steuerelementen dargestellt wurden,
und ist daher einer breiten Masse von Computerbenutzern bekannt.

2.1.1 Grundlagen

Dem Spieler wird zunéchst ein leeres, rechteckiges Minenfeld aus kleinen Feldern gezeigt.
Seine Aufgabe besteht nun darin, alle sicheren Felder zu finden ohne dabei ein Feld mit
einer Mine zu erwischen.

Abbildung 2] auf Seite zeigt das Spiel nachdem der Spieler bereits einige In-
formationen gewonnen hat: Durch Offnen einzelner sicherer Felder erfihrt der Spieler,
wieviele Minen auf den acht angrenzenden Feldern liegen. Ist der Spieler sicher, eine
Mine lokalisiert zu haben, kann er das entsprechende Feld mit einer Fahne markieren
um ein unbeabsichtigtes Offnen zu verhindern. Die Anzeige oben links gibt an, wieviele
Minen noch versteckt sind, d. h. die Anzahl der Minen im Minenfeld abziiglich der durch
Fahnen markierten Felder. Die andere Anzeige zeigt die Spieldauer in Sekunden an, die
Dauer eines erfolgreichen Spieles wird zur Wertung herangezogen.

Es ist klar, dass einzelne Ziffern nicht geniigend Information zur Angabe weiterer
sicherer Felder geben. Der Spieler muss hoffen, durch Gliick (zum Beispiel durch Offnen
eines sicheren Feldes ohne angrenzende Minen) verschiedene Informationen iiber gleiche
Felder zu erlangen, die er dann verkniipfen kann. Ein einfacher Fall ist folgender: Ein Feld
hat genau so viele ungetffnete Nachbarfelder, wie die Anzahl fehlender Minen, gefolgt
von einem Feld, dessen verminte Nachbarn durch diese Information bestimmt sind.

Es lassen sich viele weitere Standardsituationen finden, deren Auflistung in diesem
Kapitel aber nicht erforderlich ist. Vielmehr ist ein allgemeines Schema von Interesse:
Der Spieler kann sich fragen, ob es zu einem Widerspruch fithrt, wenn ein bestimmtes

I Microsoft und Windows sind eingetragene Warenzeichen. Keine Aussage der wissenschaftlichen Ar-
beiten iiber Minesweeper soll als Kommentar iiber irgendein Produkt von Microsoft oder die Firma
selbst gewertet werden.
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Abbildung 2.1: Minesweeper

Feld vermint ist. Hat er einen solchen Widerspruch gefunden, kann er von einem sicheren
Feld ausgehen. (Wir gehen davon aus, dass der Spieler nur sicher verminte Minen durch
Fahnen markiert.)

Bemerkung 2.1 Diese Fragestellung entspricht dem am Ende des folgenden Abschnitts
definierten Minesweeper-Problem: Gibt es keinen Widerspruch in einem betrachteten
Bild eines Minesweeper-Spiels?

Offensichtlich konnen wir Minesweeper automatisiert spielen, wenn uns ein Algorith-
mus zur Beantwortung dieser Frage zur Verfiigung steht. Um sicherzugehen, dass ein
Feld sicher vermint ist, muss das aktuelle Bild mit allen neun moglichen Werten 0, ..., 8
auf dem fraglichen Feld negativ getestet werden.

2.1.2 Modellierung

Wir suchen eine Modellierung, die bekannte mathematische Objekte verwendet um das
Spiel zu beschreiben. Gleichzeitig vergeben wir Namen um leichter von diesen Objekten
sprechen zu konnen:

Bezeichnung 2.2 M, N € Nt seien die Anzahl der Spalten und Zeilen. Wir nehmen
an, dass M > N > 1. Ersteres ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, zweiteres um
triviale Fille auszuschliefier2.

Definition 2.3 (Spielfeld)
F:=MxN=NMx NV

Die Elemente von F heifien Felder. Fir ein Feld x bezeichnen (%, x,) die Koordinaten
des Feldes.

’Diese Aussage impliziert nicht, dass alle Félle mit N = 1 trivial sind. In Abschnitt (.1 werden wir
aber zeigen, dass sie einfach sind.
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2 Minesweeper

Defintion und Lemma 2.4 (Abstand, Distanz, Metrik)

0: FxF — R
@9 = V| — gl + 20 —

|2

Die Bezeichnung Metrik (auf F) ist auch im mathematischen Sinn korrekt: § ist
(a) Ve,y € F:(x,y) >0 A 6 (z,y) =0< x =1y positiv definit,

(b) Ve,y € F:6(x,y) =0 (y,x) symmetrisch,

(c) Vr,y,z € F:0(x,y) <d(x,2)+0(2,y) und erfillt die Dreiecksungleichung.

Beweis [2.4] § ist die Einschrinkung der Euklidischen Metrik des R? auf F. Die
Eigenschaften gelten. a

Definition 2.5 (Nachbarschaft)

N:F — P(F)
r — {yeF:d(x,y) <2}

Wir verwenden die Bezeichnungen N (x) und N (X) := U,ex NV (z) um die Nachbar-
schaft fiir Felder und Mengen von Feldern anzugeben. Die folgende Charakterisierung
liefert eine anschauliche Interpretation dieser Mengen:

Lemma 2.6 (Nachbarschaft)
N(l’) = {y €F: max{|xm - yml ) |:L‘n - yn|} < 2}
Beweis Klar mit den Abschétzungen /22 + 02 > 2 und /12 4+ 12 < 2. a

Die Minen sind nun eine Teilmenge M C F des Spielfeldes. Fiir eine gegebene Menge
M definieren wir weitere Funktionen, die wir aber nur im Falle einer Mehrdeutigkeit
mit dem — oder wie den — Bezeichner der Minen indizieren werden.

Bezeichnung 2.7 Die folgenden Abkiirzungen nennen wir Minenzahl und Minenindi-
kator:

(a) K = |M]
) p: Fo2={01}  p(@)=xu()
Definition 2.8 (Umgebungsgefahr)

c:F — N
ro— > )

yeN (x)
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2 Minesweeper

Definition 2.9 (Explosivitiit)

e: F — N

o ()
1—p(x)

Die Explosivitat soll die am Spielfeld angezeigten Werte wiedergeben. Hierbei gilt zu
beachten, dass aus einem sicher verminten Feld keine direkte Information iiber Nachbarn

gewonnen werden kann. Die Punkte (@) und (fl) des folgenden Lemmas rechtfertigen die
Definition in dieser Form.

xr

Lemma 2.10 (Definitionslemma) Es gilt:
(a) 0<S K<M-N

(b) Yoer () =Tpemp(z) = K

(c) Vo € F:|N (2)] € {4,6,9}

(d) Ve e F:0<o(z)<9
(e)VeeF:o e M & e(x) =00

(f) Ve e F\M:e(x) =0 (x) <8< o0
Beweis 210

(a) Klar mit M C F.

(b) Klar mit ju () = 1 (1),

(c) Die Werte treten auf, wenn x in der ,,Ecke®, am ,Rand“ oder irgendwo in der , Mitte*
liegt. Weitere Uberlegungen mit Lemma [2.6]

(d) Folgt direkt aus (@).
(e) Klar wegen des Nenners der Explosivitét.

(f) Die Gleichheit folgt wegen des Nenners der Explosivitéit, die Ungleichheit mit (d))
und x € F \ M. O

Wenn wir im Spielverlauf das Spielfeld betrachten, kénnen wir aber noch nicht den
vollen Zusammenhang zu den bisher definierten Funktionen herstellen, daher definieren
wir unabhingig von M:

Definition 2.11 (Konfiguration) Fir ein Spielfeld F nennen wir ein Tripel C =
(F,D,k) mit DC F und k: D — {0,...,8, 00} Konfiguration.

Zu beachten gilt, dass die formale Definition einer Konfiguration keine Aussage iiber
ihre Giiltigkeit macht, d.h. eine gegebene Konfiguration sagt nichts iiber die Position
der Minen aus, und die Funktion x hat a priori nichts mit der Explosivitdt € zu tun.

Diese Beobachtung fithrt uns direkt zu dem in [§] formulierten Minesweeper-Problem:

Problem 2.12 (MWP) Gegeben eine Konfiguration C = (F,D, k). Existiert eine
Menge M C F Minen, sodass k =€ |p?
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2 Minesweeper

2.2 Komplexitat

Auch hier miissen wir analog zu SAT erst einen Zusammenhang zwischen dem semantisch
formulierten MWP und der Sprache herstellen:

2.2.1 Umsetzung am Computer

Das Problem bei der Umsetzung von MWP auf einer TM ist das zweidimensionale
Spielfeld, das auf dem eindimensionalen Band reprisentiert werden soll. Klarerweise
werden wir eine zeilen- oder spaltenweise Anordnung wéhlen — wir geben eine Zeile
nach der anderen an. Weiters entscheiden wir uns dafiir, die Zeilen nicht durch ein
eigenes Zeichen zu trennen, sondern die Zeichen der letzten Spalte zu markieren. Dadurch
erreichen wir n = M - N.

Definition 2.13

Y. = {0,...,8,7,00}
Eg = {67...,8,?70_0}
Yuwp = XYgUXg

Lemma 2.14 (Syntax von MWP) Die Syntaz von MWP kann in O (n?) iiberpriift
werden.

Beweis 214 Der Algorithmus muss abgesehen vom Eingabealphabet nur testen, ob
jede Zeile gleich lang ist. Dies entspricht genau N — 1 Vergleichen von Zeichenfolgen der
Lénge M. Die Laufzeit ist also beschréinkt durch O (M? - N). O

Die Charakterisierung von NP in Satz [[L44] gibt uns ein einfaches Werkzeug fiir den
Beweis, dass MWP in NP liegt. In diesem Fall werden wir aber die polynomielle Vor-
hersagerelation direkt in der Eingabe generieren. Dadurch kénnen wir den weiteren Al-
gorithmus leichter angeben.

Satz 2.15 (MWP € NP) MWP kann in quadratischer Zeit auf einer TM getestet wer-
den.

Beweis 2.15] Wie schon gezeigt kann die Syntax in O (n?) sichergestellt werden. Der
gesamte Algorithmus ist mit Laufzeitschranken in Tabelle 2] auf Seite 28 angegeben.
Das Programm endet sofort, falls eine Subtraktion nicht durchgefiihrt werden kann. O

Der Algorithmus generiert einfach auf den nicht vorgegebenen Feldern die gesuchte
Anordnung der Minen und gleichzeitig die Werte auf den sicheren Feldern. AnschlieSend
iiberpriift er, ob die Zahlen auf allen sicheren Feldern mit der Zahl der benachbarten
Minen iibereinstimmt. Es ist klar, dass nicht-deterministisch viele offensichtlich falsche
Werte generiert werden konnen, aber auch hier kommt die Stérke einer solchen TM voll
zum Tragen: Wenn ein Zeuge existiert, wird er gefunden.
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2 Minesweeper

| Befehl mit Laufzeit O (f (n)) | f(n) ]
Uberpriife die Syntax. n?
Uberschreibe jedes ? nicht-deterministisch mit einem der anderen Zei- n

chen aus ¥, und jedes 7 mit einem anderen Zeichen aus >;.
Fiir jedes Feld ohne Mine: Wenn das Zeichen links eine Mine und nicht n
in der letzten Spalte ist, ziehe 1 ab. Wenn das Zeichen nicht in der
letzten Spalte steht und rechts eine Mine ist, ziehe 1 ab.

Fiir jedes Feld: Zahle die Zahl der Minen vom vorigen bis zum folgen- | n
den Zeichen (€ {0,1,2,3}) und ziehe diesen Wert vom selben Feld in
der nédchsten Zeile ab, falls dieses keine Mine ist. Markiere jeweils die
aktuellen Felder der Zeile.

Zur Laufzeit: Der Vorgang entspricht genau einem Kopieren oder Ver-
gleichen von Information einer Zeile in die néchste — wie bei der Syntax.
Analog ziehe die Zahl der Minen auf den ,junteren Nachbarn“ ab. n
Die Konfiguration ist konsistent, wenn auf den ersten n Zeichen alle | n
sicheren Felder den Wert 0 enthalten.

Tabelle 2.1: Algorithmus zu Minesweeper

2.2.2 Minesweeper ist NP-vollstindig

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass MWP schwierig ist. Da wir bereits gezeigt
haben, dass Minesweeper in NP liegt (Satz2IH), konnen wir Lemma [[L3Tanwenden, das
—in dieser Anwendung — besagt, dass MWP NP-vollsténdig ist, wenn SAT als schwieriges
Referenzproblem auf Minesweeper reduzierbar ist.

Bemerkung 2.16 Wir wollen gemdfl Definition[1.29 eine polynomielle Transformation
angeben, die zu jeder Formel F in CNF eine Konfiguration C = (F,D,k) liefert, die
genau dann konsistent ist, wenn F erfillbar ist.

Das bedeutet, dass wir die gegebene Formel und mogliche Belegungen am Spielfeld
codieren miissen. Die einfachste Codierung ist jeder Variable ein Feld zuzuordnen und
als Belegung

¢ (2) = p ()

zu wihlen. Hierbei bezieht sich der Minenindikator auf die generierten Positionen der
Minen.

Anschlieflend brauchen wir noch ein Feld, dass abgeleitet von den Feldern der Varia-
blen genau die Auswertung der Formel reprasentiert. Von diesem verlangen wir dann
noch, dass es eine Mine enthélt, und erreichen dadurch den Zusammenhang zwischen
Konsistenz und Erfiillbarkeit.

In diesem Abschnitt werden wir einige Konfigurationen angeben miissen. Die offen-
sichtlichste Darstellung ist jeweils eine Tabelle, die das Spielfeld darstellt. Der Ubersicht
wegen geben wir aber x nicht direkt an, sondern ziehen von diesem Wert die angegebenen
Minen der Nachbarfelder ab:
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2 Minesweeper

Definition 2.17 (relative Explosivitit) Fir die abgebildeten Konfigurationen defi-
nieren wir

00 falls x = oo oder x leer
k(z): = 2+ {yeN(x):k(y) =00} fallsxe€{0,...,8}
unde finvert sonst

Bemerkung 2.18 « ist in [2.17 wohldefiniert, weil die Definition auf sicheren vorge-
gebenen Feldern nur von vorgegebenen Minen abhdngt. Der Definitionsbereich D von
k ist hier ebenfalls angegeben. Die Felder auferhalb von D werden wir mit Variablen
beschriften um sie benennen zu kénnen.

Bemerkung 2.19 Da Minen dazu geeignet sind, unkontrollierten Informationsfluss zu
verhindern, werden wir sie sehr haufig verwenden, aber eben nicht immer mit oo angeben.
Diese Aussage ist klar, weil Minen keine direkte Information iiber thre Nachbarfelder
liefern.

Das eben bemerkte Konzept ist ganz wesentlich um Information von den Variablen-
feldern gezielt zusammenzufiithren. Im Folgenden geben wir an, wie wir das konkret
bewerkstelligen:

Lemma 2.20 (Informationsweiterleitung) Die Konfigurationen

Ty | T2 | T3 | T4 | T

Tie | OO | OO | OO | Tg Yo | 1|y |ye Y4
Ti5| 00 | Tg | 00 | X7 und 1 111

T14 oo o0 o | Ty Ys

T13 | T12 | T11 | T10 | T9

zeigen, dass die Information, ob ein Feld eine Mine enthdlt, gezielt auf ein anderes Feld
tibertragen werden kann.

Beweis In der ersten Konfiguration erkennen wir, dass Information von Minen
abgeschirmt wird. Ob die Felder z; fiir 0 < ¢ < 16 Minen enthalten, hingt offensichtlich
nicht davon ab, ob das Feld zy eine Mine enthélt. Daher geben bei uns leere Felder
Minen vor.

Das zweite Beispiel zeigt, dass aufgrund der Werte 1 immer nur genau eines der
benachbarten Felder eine Mine enthalten kann. Es gilt yo = 41 = y2 = y3 = y4. Entschei-
dend hierbei ist ausschlieBllich, dass genau die zwei gewiinschten Variablen Nachbarn des
jeweiligen Feldes mit dem Wert 1 sind. a

Bemerkung 2.21 Die Lage der Felder zwischen denen die Information ausgetauscht
werden soll, ist bei zunehmender Distanz egal. Hierbei kann die Information auch negiert
werden.

Da in einer Formel eine Variable beliebig oft — in positiver und negierter Form —
vorkommen kann, ist es auch wichtig, das Kopieren von Information sicherzustellen.
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2 Minesweeper

Lemma 2.22 (Informationsreplikation) Die Konfiguration

T i)
111 00|23
1 Zo 1
Tg|loo| 1 |1
Ty T4

zeigt, dass Information (beliebig) kopiert werden kann.

Beweis 2.22 Jeder Wert 1 hat genau zwei benachbarte Variablenfelder. Es gilt daher
x1 = ... = xg = To. Die Information kann an beliebigen (nicht zu nahe aneinanderlie-
genden) Stellen einer Informationsleitung kopiert werden. O

Entscheidend ist nun noch ein passendes Konzept um die Informationen mehrerer
Variablen einer Klausel zum Wert dieser Klausel zusammenzufiihren. Dabei kommt uns
entgegen, dass die logische ODER-Verkniipfung ,,V* assoziativ istd. Daher suchen wir
einen Weg auf einem vorgegebenen Feld eine Mine zu fordern, wenn auf einem von zwes
anderen Feldern eine Mine liegt. Andernfalls wollen wir dies verhindern. Ein einfacher
Ansatz ist folgender:

x
g2

z
e Wenn z eine Mine enthélt — also & nicht —, muss auch z eine enthalten,
e und wenn y eine Mine enthélt, muss z ebenso eine enthalten.

Allerdings gibt diese Konfiguration vor, dass hochstens eines der Felder x oder y eine
Mine enthalten kann. Wir fithren daher eine Hilfsvariable ein, die die fehlende Mine im
Fall x =y =1 also * = y = 0 aufnehmen kann:

N
SN &I
I

Die moglichen Belegungen sind nun jeweils zwei Minen aus vier Variablen:

r Yy v zlzVy x vy
1100 0 0 0
1 010 1 0 1
1 0 01 1 0 1
01 10 1 1 0
0 1 01 1 1 0
0 011 1 11

Wir sehen, dass die Auswertung von z und x V y genau dann nicht iibereinstimmt, wenn
v =1 und z = 0 gilt. Wenn es gelingt, diese — und nur diese — Belegungen zu verhindern,

3Streng nach Definition 35 benstigen wir die Moglichkeit, das Maximum endlich vieler Zahlen iterativ
zu ermitteln. Das ist klarerweise gegeben.
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dann leistet die Konfiguration genau das gewiinschte. Wir fordern also, dass héchstens
eines der Felder v oder z eine Mine enthélt. Eine solche Konfiguration steht uns aber
bereits zur Verfiigung:

1|
o

In Hinblick auf Bemerkung [[.52] versuchen wir in der Konstruktion die Konfigurati-
on zu einer gegebenen Formel klein zu halten. Folgendes Lemma gibt eine kompakte
Zusammenfassung des eben Erarbeiteten wieder.

Lemma 2.23 (ODER-Verkniipfung) Die Konfiguration

1

QMN8»—~
8188~

T
o0
v

1

SIS

st genau dann konsistent, wenn z = x V y.

Beweis 2.23] Wir geben genau die konsistenten Belegungen an:

r Yy v z u v
1100 1 1
1 001 01
010101
001110

Durch konsequentes Auflisten oder mit der vorhergegangenen Argumentation sehen wir,
dass diese Belegungen genau jene sind, bei denen genau zwei der ersten vier und ge-
nau zwei der letzten drei und genau eines der Felder v und v eine Mine enthélt. Die
Behauptung ist damit klar. O

Bemerkung 2.24 Die drei Felder mit dem Wert 1 in den ersten zwei Zeilen garan-
tieren, dass die Information aus dieser Konfiguration auch wirklich verwendet werden
kann. Auflerdem zeigt diese Konfiguration bereits vor, wie allgemeine Klauseln umgesetzt
werden konnen:

1 1 1 1
Zf‘l 1_32 oo |1 22 J_Zg oo |1 En_l J_Zn oo |1
00| 2 | 2 oo 2 |z e oo | 2 |z,
vy |00 | 2 v3 |oo | 2 v, | 00| 2
1 | Uy | uy 1 | 93| us e 1 Un | Up,
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Die logische UND-Verkniipfung kénnen wir sofort angeben:

1 1

oder

Ql\Dl\zlgi—
818|8|~
C\Hdgr—\
8188~

x

00
v
1

:wgw

]
2
00
2

SHIRERNIES

Die erste Konfiguration erhalten wir durch Anwenden der Gleichung®
z=min{z,y} =1 —max{l —z,1 — y}

fir z,y € {0,1}, die zweite durch die Beobachtung, dass in der ODER-Konfiguration
v =z Ay gilt] Diese weiteren Verkniipfungsmoglichkeiten werden wir aber gar nicht
bendtigen, weil wir die Auswertung der Formel nicht wirklich ausfithren miissen um die
Existenz einer erfiillenden Belegung nachzuweisen.

Da eine Formel genau dann zu 1 ausgewertet wird, wenn jede Klausel 1 ergibt, fordern
wir einfach — statt einer Mine auf einem der Formel entsprechenden Feld — jeweils eine
Mine am Ausgang z, jeder Klausel.

Es bleibt aber noch die Frage der Anordnung dieser Klauseln am Spielfeld fiir eine
beliebige Formel in CNF. Da jede Variable mehrfach vorkommen kann, bietet sich ei-
ne Losung an, bei der die Inhalte der Variablen und die Klauseln parallel angeordnet
sind und dann durch querverlaufende Informationsleitungen verbunden werden. Abbil-
dung auf Seite B3] zeigt das grundlegende Schema. Hierbei bedeuten Knoten (runde
Markierungen auf Kreuzungen), dass die Information kopiert wird, wihrend die anderen
Uberkreuzungen ohne wechselseitige Beeinflussung ausgefiihrt werden miissen.

Da eine einzelne ODER-Konfiguration die Breite 4 hat, bietet sich fiir die horizontal
verlaufenden Variablen eine abwechselnde Anordnung von z und  an — jeweils getrennt
von 1. Dadurch ist ein Zyklus von einem x zum néchsten ebenso 4 Spalten breit.

Lemma 2.25 (Kreuzung ohne Wechselwirkung) Die Konfiguration

8

[\]
HlolR| S|

O

N

15t genau dann konsistent, wenn r =19y = z und a = b = c.

Beweis [2.29) Wir suchen zunéichst alle konsistente Belegungen bei beliebiger Vorgabe
von a und x, sehen aber, dass die anderen Variablen dadurch bereits festgelegt sind: Der

4Es gilt 7 Ay = 7 V7 (De Morgan). Analog findet man eine Konfiguration zur hier nicht behandelten
Implikation z — y ;= V y.
5Ebenso ist u = = « y die logische Aquivalenz und dem entsprechend @ das AusschlieBende Oder.
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X

T
Abbildung 2.2: Formel am Spielfeld
Z; Z; | 2
Variable horizontal mit Verzweigung mit Kreuzung

Der Wert 1 in der rechtesten Spalte wird jeweils durch 2
ersetzt, falls rechts davon eine Kreuzung steht. Umgekehrt
steht in der letzten Zeile einer Kreuzung mit der untersten
Variable nicht der Wert 2, sondern 1.

Abbildung 2.3: Konfigurationen fiir die Variable-Klausel-Zuordnung

Wert 1 in der zweiten Zeile garantiert b = a. Unabhéngig von deren Belegung fehlt nun
eine Mine fiir 2 in der dritten Zeile. Daher gilt y = Z. Es folgt, dass ¢ = b und z = 7 in
dieser Reihenfolge.

Umgekehrt sehen wir leicht, dass alle Belegungen, die die Gleichungen erfiillen, kon-
sistent sind. O

Bemerkung 2.26 Durch Fortsetzen der obigen Argumentation kann bereits in der
(nicht mehr aufscheinenden) siebenten Zeile eine weitere Variablenleitung gekreuzt wer-
den.

Im Folgenden werden wir diese Schlussfolgerungen von unten nach oben durchfiihren
und in einem Algorithmus wiedergeben. Die offensichtlich auftretenden ,, Bausteine* fiir
die Zusammensetzung der zur gegebenen Formel dquivalenten Konfiguration haben im
oberen Bereich der Variablen eine Breite von 4 Spalten und eine Hohe von 3 Zeilen.
Abbildung auf Seite B3] zeigt eine vollstindige Auflistung dieser Teilkonfigurationen.

Abgesehen davon, dass die allerletzte Spalte entfernt werden muss um mit dem Feld 1
nicht z; = 1 festzulegen, fehlt noch eine Angabe der Schnittstelle zwischen diesen Bau-
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steinen und den Klauseln aus Bemerkung .24 Diese muss unter anderem sicherstellen,
dass das jeweils richtige Literal x; oder x; verwendet wird.

Lemma 2.27 (SAT < MWP) FEs ezistiert eine polynomielle Transformation f :
Ysar — Zuwep, die genau die erfillbaren Formeln in konsistente Konfigurationen
tiberfihrt.

Beweis [2.27] Fiir eine gegebene Formel F' sei ¢ die Anzahl der Vorkommen von
Variablen und s die Anzahl verwendeter Variablen. Abbildung auf Seite 33 zeigt die
Bausteine zu einer Konfiguration der Grole M = 4¢ — 1 mal N = 3s, deren erste Spalte
in der ersten und dann jeder dritten Zeile als Variable interpretiert werden kann.

Die letzte Zeile dieser Konfiguration hat in einer konsistenten Belegung in der ersten
und dann jeder vierten Spalte genau dann eine Mine, wenn die dem entsprechenden an
dieser Stelle vorkommenden Literal y; zugehorige Variable x; den Wert ¢ (z;) = p (x;) =
0 hat.

Wir fiigen dieser Konfiguration weitere zwei Zeilen hinzu und ergéinzen auf den letzten
drei Zeilen

T; | * * | z; | 1
1 bzw. x;

wenn y; = x; bzw. y; = Z;. Die erste Zeile entspricht der letzten Zeile der urspriinglichen
Konfiguration. Das Sternchen (x) ist dabei der Wert 1 im Falle einer ,, Kreuzung“ oder
oo falls ¢ = s die Variable mit héchstem Index herangezogen wird. In keinem dieser
Fille entstehen aber irgendwelche Wechselwirkungen. Auch die fehlende letzte Spalte
wird nicht benotigt.

In einer neuen Zeile fiigen wir jeweils direkt unter dem ersten Literal y; jeder Klausel
ein Feld 1 hinzu. Falls dies die einzige Klausel ist, garantiert dieses bereits eine Mine also
die Auswertung zu 1. Fiir jedes weitere Literal der Klausel fiigen wir in vier weiteren
Zeilen eine Konfiguration aus Lemma so ein, dass das rechteste Feld 1 unterhalb
der Klausel in Zeile 3s + 2 steht. Die Schnittstellen treffen dadurch aufeinander und der
rechteste Wert 1 einer Klausel garantiert deren Auswertung zu eins.

Die Laufzeitschranken zum Algorithmus sind in Tabelle 22 auf Seite B5 angegeben. Die
Aquivalenz priifen wir leicht, weil eine konsistente Minenbelegung am Spielfeld bereits
durch die unabhéngige Belegung besagter Felder der ersten Spalte generiert wird. Die im
unteren Bereich geforderten Minen sind genau bei einer erfiillenden aussagenlogischen
Belegung gegeben. O

Satz 2.28 (MWP € NP-vollstindig) Minesweeper ist schwierig.
Beweis (Zusammenfassung) Der Satz folgt direkt aus Lemma [[31T] (Redukti-

on schwieriger Probleme) mit den Séatzen ,SAT ist schwierig* (LBH) und , MWP ist
polynomiell losbar* ([210) sowie Lemma ,,SAT ist auf MWP reduzierbar* ([2.27]). O
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Befehl mit Laufzeit O (f (¢,s)) C O (f (n,n)) | f(c,s) |

Berechne ¢, als Zahl der Junktoren plus 1, und s, als Maximum der | ¢*s?

Variablenindizes.
Zur Laufzeit: Es gilt max {c, s} < n < c¢(s+ 1). Die Schranke ist n?.

Generiere die erste Zeile der Liange M = 4¢ — 1 mit den Werten 7 c
und 1 abwechselnd. Markiere die erste und letzte Spalte (jeweils ein
Fragezeichen) unterschiedlich.

Erstelle zwei weitere Zeilen, die ausschliefSlich Minen enthalten. Erste c
und letzte Spalte sind wieder markiert.

Kopiere den erstellten Block der Lange 12¢ — 3 genau s — 1 Mal und | ¢°s
die letzte Zeile weitere sieben Mal.

Zur Laufzeit: Die Lénge der Variablen ist durch l,.. € O (cs) be-
schriankt.

Das Spielfeld hat nun die Gréfe M = 4c¢—1 mal N = 3s+47. Abgesehen
von der letzten ist auch die erste als ,,aktuelle* Spalte markiert.

Fiir jedes Literal: Fiihre die Befehle der unteren Tabelle aus. Die Lauf- | ¢°s
zeit wird mit dem c-fachen der groBiten Schranke abgeschétzt, weil die
[teration explizit angegeben ist.

Fiir jedes sichere Feld: Erhthe den Wert um die Anzahl der benach- | ¢?s?
barten Minen.

Zur Laufzeit: Der Befehl funktioniert analog zum deterministischen
Teil des Minesweeper-Algorithmus (siehe Tabelle 2] auf Seite 28]).

Merke, ob das Literal x oder x ist und, ob es das erste einer Klausel cs
ist, also rechts von b oder A steht.

Finde den richtigen Variablenstrang. Zahle dazu auf der markierten cs
aktuellen Spalte die ? ab.

Setze auf die folgenden zwei Felder der aktuellen Spalte 1 und ?. c

Solange auf dem néchsten Feld der aktuellen Spalte ein ? steht, setzte cs
dessen Zeilennachbarn auf 2 und die drei darunterliegenden Felder der
zwel néchsten zwei Zeilen auf oo|?|2.

Gehe eine Zeile zuriick und erstelle die richtige der im Beweis c
dargestellten Verbindungen zwischen Literal und Klausel.

In der folgenden Zeile fiige den Wert 1 hinzu fiir das erste Literal einer c
Klausel bzw. eine ODER-Konfiguration sonst.
Verschiebe die aktuelle Spalte um vier nach rechts. cs

Tabelle 2.2: Algorithmus zu Reduktion von SAT auf Minesweeper
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Minesweeper ist offensichtlich ein zweidimensionales Objekt. Ein naheliegender Gedanke
ist die Erweiterung oder Reduktion der Dimensionalitét. So entspricht etwa das nulldi-
mensionale Minesweeperproblem einem Feld mit einem der Werte aus Xy = {0, 00, 7}.
Jede Konfiguration ist konsistent.

Dieses Kapitel beinhaltet beide und noch mehr Varianten des Spiels bzw. des Problems
Minesweeper aber auch alternative Betrachtungsweisen der urspriinglichen Version.

3.1 Lineares Minesweeper

Betrachten wir zunéchst die eindimensionale Variante von Minesweeper. Die einfachste
Definition ist wohl das Einschrénken des Spielfeldes auf eine Zeile: N = 1. Dabei muss
aber beachtet werden, dass wir in Bezeichnung von N > 1 ausgehen und daher die
Séatze aus Abschnitt (Modellierung von Minesweeper) nicht notwendig gelten.

Besonderes Interesse wollen wir aber der Tatsache schenken, dass die Syntax des Linea-
ren Minesweeper Problems ohne Markierungen oder sonstigen Sonderzeichen auskommt,
die urspriinglich zur Trennung der Zeilen dienten. Diese Sprache, also die Menge aller
konsistenten eindimensionalen Minesweeperkonfigurationen, entspricht eher unserer Vor-
stellung einer Sprache als Menge von Wortern, als dies beim Standardspiel der Fall war.
Zu einer entsprechenden Definition benétigen wir aber noch die passenden Begriffe.

3.1.1 Automaten

Die Turing-Maschine als allgemeinen Automaten haben wir bereits definiert. Dieser Ab-
schnitt beschreibt nun kurz und formal spezielle Automaten, die von generellem Interesse
sind, sowie deren Sprachen.

Bezeichnung 3.1 (Leerwort) Das Wort € mit Linge |¢| = 0 heif$t Leerwort.

Definition 3.2 (Endlicher Automat) FEin Endlicher Automat (kurz: EA) ist ein Tu-
p@l <27 Q? 67 qo, Q+> mit

e X cinem endlichen Eingabealphabet

e () ciner endlichen Menge Zustinde mit Q N = ()
e §:% xQ — P(Q) der Ubergangsfunktion.

e ¢y € Q dem Startzustand

e ) £ Q1 CQ einer Menge Endzustinde
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Anders als bei einer TM wird die Eingabe eines EA einfach zeichenweise vorgenommen:
Bei jedem Zeichen wechselt der EA in Abhéngigkeit vom gelesenen Zeichen x und dem
internen Zustand ¢ in einen Zustand aus § (z, q). Die folgenden Begriffsbildungen sind
zu iiberdenken, aber leicht verstédndlich:

Definition 3.3 Fiir einen EA M gilt:
(a) M ist deterministisch genau dann, wenn § : 3 X Q — Q total und eindeutig ist.
(b) M heift e-EA (eEA) genau dann, wenn § sogar auf (XU {€}) x Q definiert ist,

(c) Als Standbild geniigt das Paar (x,q) € ¥* X Q, das den noch nicht gelesenen Teil
der Eingabe und den aktuellen Zustand enthilt.

(d) S () := (x,qo) heifit Startbild zu .

(e) {(x,q) ist ein Endbild, wenn x = € oder ¢ (m (x),q) = 0.

(f) (€, q) ist ein Ergebnis, wenn q € Q.

(9) Die Sprache von M ist wieder L (M) := {x € ¥* : 3E Ergebnis: S (x) F-* E}

(h) M ist aquivalent zum EA N genau dann, wenn sie das selbe Eingabealphabet Y =
Y = XN haben und die selben Warter akzeptieren, also L (M) = L (N) gilt.

Lemma 3.4 (Simulation von eEA) Zu jedem eEA gibt es einen dquivalenten (nicht-
deterministischen) EA ohne e-Uberginge.

Beweis B.4] Wir betrachten die durch ¢ induzierte Relation R = {(z,q¢,p) €
(XU{e}) xQ xQ:pe€d(x,q)}. Zunichst entfernen wir alle Tupel der Form (e, q, q)
(e-Schleife), weil diese ja keine Auswirkung haben. Nun nehmen wir ein beliebiges Tupel
der Form (e, ¢, p), entfernen es und

e falls p € Q7 setzen wir Q7 := Q" U {¢} und

e fiir jedes Tupel (z,p,s) mit € Y U {e}, s € Q fiigen wir (x,q,s) zu R hinzu,
wenn wir dieses nicht bereits entfernt hatten.

Diese Ersetzungen fiithren wir solange fort, bis kein Tupel mehr e enthélt. Mit den fol-
genden Uberlegungen ist der Beweis fertig:

e Diese Vorgehensweise fithrt zu einem Ende: Die Menge P ((X U {e}) x Q x Q) ist
endlich, daher kénnen wir nicht unendlich viele Tupel hinzufiigen, die wir nicht
bereits entfernt hatten.

e Der EA mit der durch die neue Relation R definierten Ubergangsfunktion
6(7,q) = Upggper 1P} ist zum urspriinglichen dquivalent: Wir ersetzen jeden
e-Ubergang gefolgt von einem beliebigen weiteren durch die Kombination dieser
beiden. Zusammen mit der Erweiterung der Endzustédnde konnen genau die erfolg-
reichen Berechnungen wieder in solche iibergefiihrt werden. a

'Ein Zustandswechsel kann also auch eintreten, wenn kein Zeichen gelesen wird.
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Lemma 3.5 (Simulation nicht-deterministischer EA) Zu jedem nicht-determi-
nistischen EA gibt es einen dquivalenten deterministischen EA.

Beweis Sei N = (X,0Q,0,q0, Q") nicht-deterministisch, dann konstruieren wir
M = (%,Qu =P (Q),0u, {0}, Qs = {a € Qu : g Q* # 0} ) mit

onr (2,9) == J 0 (z,p).

pEq

Wegen ) € Qpr ist 0y iiberall definiert und M damit deterministisch. § € Qs ist
auBerdem ein Fixpunkt von d5;, M erreicht also sicher kein Ergebnis, falls N hélt bevor
die Eingabe ganz gelesen wurde.

Der Zustand von M der nach k£ Zeichen erreicht wird, enthélt genau alle maglichen
Zusténde, die N nach k Zeichen erreichen kann. Dies gilt insbesondere fiir k = n = |z|
die Lange der Eingabe. Es gilt = € L (V) genau dann, wenn einer dieser Zusténde in Q*
liegt. Das entspricht genau der Definition von Q}, und daraus folgt, dass L (M) = L (N)
M und N &quivalent sind. O

Der so konstruierte deterministische EA M enthilt |Qy] = 2/ Zustinde. Diese
exponentielle Steigerung konnte bei der Simulation nicht-deterministischer TM nicht
in der Grofle des Automaten kompensiert werden, weil die Wahlmoglichkeit durch
den Schreibvorgang zu explodieren scheint — oder eigentlich: durch die Moglichkeit
(nicht-deterministisch) geschriebene Zeichen wieder und wieder zu lesen und (nicht-
deterministisch) erneut zu verarbeiten, ist der Aufwand doppelt exponentiell. Bevor
wir aber auf den Zusammenhang zu TM genauer eingehen, folgt aus den Lemmata 3.4]
und noch ein einfaches

Korollar 3.6 (Aquivalenz Endlicher Automaten) Die drei EA-Typen
e deterministischer EA ohne e-Uberginge (DEA),
e nicht-deterministischer EA ohne e-Uberginge (NEA),
o cFA

konnen untereinander dquivalent ineinander tbergefiihrt werden.

Lemma 3.7 (Simulation durch TM) Zu jedem FA A gibt es eine deterministische
TM M, die L (A) = L(M) in Ty (n) =n+ 1 akzeptiert.

Beweis B.1 Wir nehmen einen zu A dquivalenten DEA N = (3, Q, 6, qo, Q") sowie
ein b ¢ ¥ und ein ¢ ¢ @ und definieren M := (XU {b},Q U{q+},dm,b,qo,q+). Mit
der Ubergangsfunktion

{{z,p, 1)} fallsp€d(z,q)
(5M (x,Q) = {<b7Q+7_1>} fallsxzbundqé@*
) sonst

folgen die Aussagen unmittelbar. O
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Wir sehen also, dass die Laufzeit fiir alle EA durch die Lange der Eingabe beschrankt
werden kanif. Wegen Korollar hangt die folgende, zu P und N P analoge Definition
nicht vom Typ des EA ab:

Definition 3.8 (EA) Die Problemklasse Endlicher Automaten ist
FA:={L CX": X beliebig, endlich NIM FA:L=L(M)}
Lemma 3.9 (EA C P) P enthilt EA echt.

Beweis Lemma B.7] liefert sofort, dass P EA enthéalt. Die Gleichheit von Zei-
chenfolgen, oder einfacher L := {0™1" : n € N} Zeichenfolgen gleicher Lénge liegen in P
nicht aber in FA: Ein akzeptierender EA diirfte beim Lesen von 0" nie zweimal den sel-
ben Zustand einnehmen, weil sonst die Information n verloren geht. Sobald also n > |Q)|,
schlagt jeder gewéhlte Algorithmus fehl. @ darf nicht von der Eingabe abhingen. O

Als Erweiterung eines EA bietet sich ein ,,Speicher an, auf dem der Automat schreiben
kann. Zunéchst soll dieser aber nur auf einer Seite beschrieben und gelesen werden
konnen — beide Operationen auf der selben Seite. Einen solchen Speicher nennt man
Kellerspeicher:

Definition 3.10 (Kellerautomat) FEin Kellerautomat (kurz: KA) ist ein Tupel
<Ea Ka Qa 57 4o, k(), Q+> mit

e X einem endlichen Fingabealphabet

e K einem endlichen Kelleralphabet

Q einer endlichen Menge Zustinde mit Q N'Y = ()

§: (ZU{e}) x K x Q — P (X x K*) der Ubergangsfunktion.

qo € QQ dem Startzustand

ko € K dem Keller-Startzeichen

0 # Q" C Q einer Menge Endzustinde

Die Ubergangsfunktion interpretieren wir wie folgt: Der KA darf — muss aber nicht —
ein Zeichen der Eingabe lesen und ersetzt das oberste/erste Zeichen im Kellerspeicher
durch eine Zeichenfolge — kann also sowohl das Zeichen 16schen als auch weitere Zeichen
hinzufiigen.

Bemerkung 3.11 Wir diirfen davon ausgehen, dass die geschriebene Zeichenfolge die
Linge 0, 1 oder 2 hat. Lingere Zeichenfolgen kénnen durch (mehrfaches) ignorieren der
FEingabe der Reihe nach hinzugefiigt werden.

2Nur e-Ubergange konnen diese Schranke verhindern, sind aber nicht notwendig.
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AuBlerdem darf das Keller-Startzeichen nie geléscht oder gedndert werden. Dies iiber-
lassen wir aber wieder dem Programmierer. Zunéchst miissen auch hier einige Begriffe
angepasst werden:

Definition 3.12 Fiir einen KA M gilt:

(a) M ist deterministisch genau dann, wenn |§| < 1, und 0 aufgefasst als Funktion auf
YU {e} — also fir feste k € K und q € Q) — immer entweder € oder alle anderen
Zeichen auf () abbildet.

(b) Ein Tripel (z,k,q) € ¥* x K* x Q, das den noch nicht gelesenen Teil der Fingabe,
den Inhalt des Speichers und den aktuellen Zustand enthdlt, heifit Standbild.

(c) S(x):= (x,ko,qo) ist Startbild zu z.

(d) (x,q) ist ein Endbild, wenn x = € oder § (xq,k1,q) = 0.

(e) (e, k,q) ist ein Ergebnis, wenn g € QT — unabhdngig von k.

(f) Die Sprache von M ist wieder L (M) := {x € ¥* : JE Ergebnis : S (x) +* E}

Beispiel 3.13 Gegeben ein Eingabealphabet Y und ein fest gewdhltes Zeichen a € ¥,
dann kann die Sprache L = {xy...x,ax, ...21 : x; € ¥} offensichtlich von einem de-
terministischen KA entschieden werden.

Beispiel 3.14 Die Sprache L = {x1...x,2,...21: x; € X} kann offensichtlich von
etnem nicht-deterministischen KA entschieden werden.

Definition 3.15 (DKA, KA) Die Problemklasse (deterministischer) KA ist

DKA = {LCX":X¥ beliebig, endlich N3IM deterministischer KA : L =L (M)}
KA = {L CX":X beliebig, endlich N3IM KA:L =L (M)}

Natiirlich wollen wir auch die Problemklassen von TM angeben. Dabei gilt jedoch zu
beachten, dass diese nicht identisch mit P oder NP sind, weil diese Laufzeitschranken
vorgeben. Ohne solche Beschrankungen gilt aber wie bei EA, dass deterministische TM
nicht-deterministische simulieren konnen, also gleich méchtig sind.

Definition 3.16 (TM) Die Problemklasse der TM ist
TM:={L C X" : X beliebig, endlich N3M TM :L=L(M)}

Definition 3.17 (Linear beschrinkter Automat) Ein linear beschrinkter Automat
(kurz: LBA) ist eine TM deren Speicherbedarf immer durch eine lineare Funktion be-
schrankt werden kann:

deeN:ly(n)<c-n

Definition 3.18 (LBA) Die Problemklasse der LBA ist

LBA :={L C ¥ : ¥ beliebig, endlich NIM LBA:L =L (M)}
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Satz 3.19 (Sprachen der Automaten) FEs gilt:
FACDKACKACLBACTM
Und es existiert eine Sprache, die nicht in T M liegt.

Beweis Die ersten beiden Inklusionen gelten offensichtlich. Beispiel zeigt,
dass die erste echt ist. Wir zeigen, dass die Sprache aus Beispiel B.14] nicht in DKA liegt:
Ein KA kann auf einmal geschriebene Information (eine Folge mehrerer Speicherzei-
chen) nur zugreifen, wenn er spiter geschriebene Information vollstdndig entfernt. Die
Entscheidung, ob zwei gleiche aufeinanderfolgende Zeichen die Wortmitte darstellen,
muss also ohne Grundlage getroffen werden. Zu jedem Ansatz gibt es ein Gegenbeispiel.

Die Simulation eines KA durch einen LBA muss argumentiert werden, weil theoretisch
beliebig viele Operationen ausgefiithrt werden konnen, ohne ein (weiteres) Zeichen der
Eingabe zu lesen. Da der KA aber nur endlich viele Zustédnde und Kellerzeichen hat,
ist die Zahl dieser Operationen entweder doch linear beschrinkt oder unnétig, sodass es
einen einfacheren KA gibt, der die selbe Sprache akzeptiert.

Die Sprache L := {a"b"c" : a,b,c € ¥} liegt nicht in KA, weil die beim Lesen von a™
gewonnene Information n beim Uberpriifen von " benétigt und daher zerstort wird.
Daher ist KA C LBA echt.

Die letzte Inklusion ist wieder offensichtlich, deren Echtheit wird zum Beispiel in
6] und in [I6] nachgewiesen — ebenso wie die zusétzliche Aussage, dass bei richtiger
Interpretation TM C P (X*) echt gilt. O

3.1.2 Reguldre Sprachen

Dieser Abschnitt behandelt Sprachen regulidrer Ausdriicke und stellt einen Zusammen-
hang zu Automaten her. Im Abschnitt geben wir dann nicht nur Beweise, sondern
auch genaue Darstellungen der Sprache des Linearen Minesweeper Problems an. Als
Sprache verstehen wir dabei intuitiv eine Menge von Zeichenfolgen L C * {iber einem
Alphabet, und dieses Verstéindnis ist fiir die Betrachtung von Minesweeper exakt genug.

Definition 3.20 (Operationen) Seien Ly und Ly Mengen (von Zeichenfolgen), dann
bezeichne

o [1ULy:={x:x€ Ly VxeE Ly} die Vereinigung,

o [1Ly:={xy:x € L1 Ny € Ly} das Produkt und

o i =Upen L ={eUL UL L, U... die Iteration
von Ly (und Ls).

Definition 3.21 (Reguldrer Ausdruck) FEin reguldrer Ausdruck (kurz: RA) ist ein
Paar (3, R) wobei R € RA(X) rekursiv aus den Zeichen XU {D,¢,(,),+,*} aufgebaut
iSt:

o € RA(Y)
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e cc RA(Y)
e X C RA(Y)
o [ir alle r,s € RA(X) gilt auch:

— (rs) € RA(X

(

— (r+s) € RA(Y)
) )

— (r+) € RA(X)

Definition 3.22 (Sprache eines RA) Fir einen RA A = (X, R) definieren wir seine
Sprache L (A) entsprechend der Rekursion von Definition [3.21):

) =

L
o L(e):={e}
o L(a):={a} firac X
o L((r+s)):=L(r)UL(s)
o L((rs)):=L(r)L(s)
o L((r+)):=L(r)

Wir sagen L (A) ist eine regulire Sprache.

Ein regulérer Ausdruck ist also ein Alphabet und eine Zeichenfolge einer bestimmten
Form, die eine Sprache iiber diesem Alphabet definiert. Hierbei miissen wir nun drei
Ebenen unterscheiden: die geschriebene Sprache dieser Arbeit, die Sprache aller RA
eines Alphabets und die Sprache eines bestimmten RA. Diese Differenzierung wird aber
stets aus dem Zusammenhang hervorgehen, weil RA die Zeichen + und * (Sprache aller
RA) statt U und * (Sprache dieser Arbeit) enthalten und die Sprache eines bestimmten
RA nur Zeichen aus > enthélt.

Wir wollen allerdings Operatorreihenfolge und Assoziativitdt niitzen um RA zu
verkiirzen: Wir vereinbaren, dass die Iteration % vor dem Produkt und dieses vor der
Vereinigung + ausgewertet wird. Auflerdem sind % und + assoziativ und kénnen ohne
Klammern geschrieben werden.

Beispiel 3.23 A = (X ={a,...,z},R=a(m+ pgy(x + 2)) definiert die Sprache al-
ler Worter aus Kleinbuchstaben, die mit a beginnen, auf xr oder z enden und dazwischen
aus einer beliebigen (auch leeren) Folge von m und pq bestehen.

L (A) D {ax,ammmz, ampqzx, apgpqz}

Lemma 3.24 (EA fiir RA) Fir jeden RA A gibt es einen e EA M, der L (A) = L (M)
akzeptiert.

Beweis [3.24] Wir geben entsprechend der rekursiven Zusammensetzung reguldrer
Ausdriicke eEA mit genau einem Endzustand an, die wir anschlieSend durch e-Ubergénge
verbinden:
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) € RA(X): Der Automat hat einen Start- und einen Endzustand. Die Ubergangs-
funktion bildet immer auf die leere Menge () ab: kein Wort wird akzeptiert, weil
der Startzustand kein Endzustand ist.

e ¢ € RA(X): Der Aujgomat besteht nur aus einem Startzustand, der gleichzeitig
Endzustand ist. Die Ubergangsfunktion bildet immer auf die leere Menge ) ab: es
wird kein Wort einer positiven Linge akzeptiert.

e ¥ C RA(Y): Der Automat, der ein Wort der Lénge 1 akzeptiert, hat einen Start-
und einen Endzustand. Der Ubergang in den Endzustand wird genau durch das
zu akzeptierende Zeichen gewihrleistet, wahrend alle anderen Bilder leer sind.

e (r+s) € RA(X): Vom Startzustand ermoglichen wir je einen e-Ubergang zum
Startzustand der Automaten von r und s, deren Endzusténde wir wiederum durch
zwei e-Ubergénge auf einen Endzustand verbinden.

e (rs) € RA(X): Wir fiihren einen e-Ubergang vom Endzustand des Automaten von
r zum Startzustand von s ein.

e (rx) € RA(X): Der Automat enthilt einen Startzustand, der gleichzeitig Endzu-
stand ist. Wir fiigen je einen e-Ubergang zum Startzustand des Automaten von r
und von dessen Endzustand zuriick zum neuen Zustand hinzu.

Bei der Verwendung eines zuvor konstruierten eEA entfernen wir dessen Endzustand aus
Q7, sodass immer genau ein Endzustand existiert. Die Korrektheit ist offensichtlich. O

Lemma 3.25 (RA fiir EA) Fir jeden DEA M gibt es einen RA A, der L(M) =
L (A) akzeptiert.

Beweis Wir nehmen zunéchst einen beliebigen DEA M = (X,Q, 4, qo, Q™),
dessen Zustinde wir nach und nach entfernen, bis wir einen DEA erhalten, dessen RA
direkt erfasst werden kann. Dazu betrachten wir den DEA N = (RA (X), @, dga, qo, @),
der RA akzeptiert:

Fiir zwei Zustdnde ¢; und ¢; definieren wir genau einen Ubergang 6pa (R, ¢;) = {g;}
mit

j (x14+...4+x) falls zy,...,2 € ¥ alle Uberginge 0 (xk,q:) = q; sind
' 0 falls kein solcher existiert

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, akzeptiert N genau alle RA, die irgendeine von
M akzeptierte Zeichenfolge beschreibt. Auflerdem hat N fiir je zwei Zustédnde genau
einen Ubergang und fiir jeden Zustand einen Ubergang auf sich selbst.

Wir wollen nun unter Beibehaltung dieser Pramisse Zustédnde entfernen: Fiir einen
festen Zustand s betrachten wir alle Paare (p,q) € (Q \ {s})* mit dza (R,p) = {q},
Ora (P,p) = {s}, 0ra (T,s) = {q} und dga (5, s) = {s}, ersetzen R durch (R + PSxT)
und entfernen anschlieBend den Zustand s.

Insgesamt entfernen wir fiir jeden Zustand ¢ € Q7 alle Zustinde aufler ¢y und g,
sodass jeweil ein EA mit einem oder zwei Zustédnden entsteht. Wir vereinigen /summieren
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die RA dieser EA zu dem gesuchten RA, wobei im Falle ¢ = go mit dem Ubergang
dra (R, q) = {q} der RA gleich R« ist. Ansonsten seien die Ubergénge dga (R, q0) = {qo},
dra (S,q0) = {q}, dra (T, q) = {q} und 0ra (U,q) = {qo} mit dem beschreibenden RA

(R + STx Uy STk.
Die zuletzt beschriebenen EA akzeptieren genau alle RA, die eine Zeichenfolge be-
schreiben, die M mit dem Zustand ¢ akzeptiert. Die Konstruktion ist korrekt. ]

Defintion und Satz 3.26 (Regulire Sprachen) Die Sprachen der EA sind genau
die requldren Sprachen:

RA :={L C ¥*: ¥ beliebig, endlich NJA RA:L=L(A)}=FEA

Beweis [3.20] Klar mit den vorhergehenden Lemmata [3.24] und 3.25] O

3.1.3 Definition und Klassifizierung

Lineares Minesweeper konnen wir uns leicht als einzeilige Variante des bekannten Spiels
vorstellen. In diesem Abschnitt wollen wir aber speziell die Zeichenfolgen untersuchen,
die bei dieser Variante auftreten, und das Problem daher auch so definieren. Bei der
Klassifizierung betrachten wir zunéchst Zeugen im Sinne von Bezeichnung [L41] und
werden anschliefend zeigen, dass die gewonnenen Beschreibungen direkt auf das lineare
Minesweeper-Problem (MW1) umgelegt werden kann.

Definition 3.27 (MW-Zeichenfolge) FEine MW-Zeichenfolge ist eine Zeichenfolge
ungleich € iber ¥ = {0,1,2, 00} die nicht mit 2 beginnt oder endet und deren Zeichen 0,
1 und 2 jeweils angeben, wieviele der bis zu zwei Nachbarzeichen oo sind.

Problem 3.28 (MW1) Gegeben eine Zeichenfolge m tiber ¥ = {0,1,2,00,7}, gibt es
eine Interpretation der Fragezeichen (7), sodass m eine MW-Zeichenfolge ist?

Offensichtlich ist die Informationsweiterleitung in MW-Zeichenfolgen sehr einge-
schrinkt und insbesondere nicht riickkoppelbar. Abgesehen vom Zeichen 1 ist unmit-
telbar vorgegeben welche der Nachbarzeichen Minen enthalten. Wenn wir nun wéhrend
der Verarbeitung unterscheiden ob die Mine eines Wertes 1 bereits davor steht oder
erst folgen muss, kénnen wir durch einfaches Scannen des Wortes — oder eben durch
Anwendung eines EA — feststellen, ob es sich um eine MW-Zeichenfolge handelt.

Bemerkung 3.29 Wir unterscheiden in der Notation der Beweise mitunter 1 und 1
um das unverdnderte Zeichen 1 in einem Wort zu interpretierten.

Lemma 3.30 (MW-Zeichenfolgen sind regulir) Es gilt:

{m : m ist MW-Zeichenfolge} € EA
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0|10 1|2 00
qo | 41|92 | — | 93
Q1|92 — | —
Q| —|— | —|
q3 | — | 41|92 | 93

Tabelle 3.1: Ubergangsfunktion fiir MW-Zeichenfolgen

010 1]2]o00 ?
Q|91 92| — |43 | q1,92,93
| q1 1492 | — | — q1, 42
Q| — | — | — |4 ds
Q3| — | q1 92| 493 | 1,492,943

Tabelle 3.2: Ubergangsfunktion fiir MW1

Beweis [3.30 Wir kénnen einen (D)EA M angeben, der genau die MW-Zeichenfolgen
akzeptiert, indem wir jeweils die Menge der erlaubten Zeichen als Zustand verwenden:

M = ( ¥ ={0,1,2 00}
Q= {CJO :=1{0,1,00},q1 :={0,1}, o := {00} ,q3 := {12700}},
9, CIO,QJr = {Q17Q3}>

In Tabelle BTl auf Seite @3 ist die Ubergangsfunktion® angegeben. Da immer nur erlaubte
Zeichen gelesen werden, ist die Korrektheit klar. O

Von einer MW-Zeichenfolge gelangen wir zu einer giiltigen MW1-Instanz, indem wir
beliebige Zeichen durch Fragezeichen ersetzen:

Satz 3.31 (MW1 € EA) Lineares Minesweeper kann von EA entschieden werden.

Beweis B3] ~ Wir nehmen den EA M aus Beweis .30 und fiigen zu jedem Uber-
gang einen ?-Ubergang hinzu. In Tabelle B.2] auf Seite 40l ist diese nicht-deterministische
Ubergangsfunktion angegeben. O

Korollar 3.32 (MW1 € P) Lineares Minesweeper ist einfach.

Da wir wissen, dass es einen direkten Zusammenhang zwischen EA und RA gibt,
wollen wir auch einen RA fiir MW1 angeben. Einerseits kann dies natiirlich auf die in
Beweis angegebene Weise durchgefiihrt werden, andererseits wird sich aber wieder
eine Konstruktion iiber MW-Zeichenfolgen als giinstig erweisen.

3Falls ein DEA gesucht wird, miissen die fehlenden Werte in einen weiteren — zuriickweisenden —
Zustand iiberfiihren.
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Lemma 3.33 (RA fiir MW-Zeichenfolgen) Der RA
00« 4 (€ + 0% 1) 00 (00 + 200 + 10% 1oo )+ (€ 4 10x)
tiber X = {0,1,2,00} beschreibt genau die MW-Zeichenfolgen.

Beweis Es handelt sich offensichtlich um einen RA. Wir iiberlegen uns die
Korrektheit anhand der Minen (oo0) im Ausdruck: Entweder hat die MW-Zeichenfolge
keine Mine (00«) oder es gibt eine erste Mine ((e + 0« 1) 00), vor der entweder nichts oder
nur beliebig viele 0 gefolgt von genau einem 1 stehen.

Der néchste Teilausdruck enthélt nun genau die néchste Mine und alle Zeichenfol-
gen ohne Mine, die zwischen zwei Minen auftreten diirfen: co + 200 + 10% loo =
(e+2+ 10« 1) co. Nach der letzten Mine steht wieder nichts oder ein 1 gefolgt von
beliebig vielen 0. O

Bemerkung 3.34 Bei der Umwandlung des EA in einen RA entsteht wegen der Kon-
struktion tber die akzeptierenden Zustinde ein Ausdruck, der unterscheidet, ob die MW-
Zeichenfolge auf oo endet oder nicht. Diese Unterscheidung ist aber nicht zweckmdjig.

Satz 3.35 (RA fiir MW1) Der RA
(04+7) (04+7) + (e + (0+7)x (147)) ...

o (0047) (74 00 + 200 4 (147) (047)% (147) (00+7?) )x (€ + (147) (0+7))
iiber X = {0,1,2, 00,7} beschreibt genau MW1.

Beweis [3.39) Der angegebene RA entspricht genau jenem aus Lemma Jedes
einzelne Zeichen y kann aber auch ein 7 sein und wird also durch (y+7) ersetzt. Bei der
Ausnahme (? + 00 + 200 + ...}k kann man sich einfach iiberlegen, dass diese Vereinfa-
chung korrekt ist. O

3.2 Mehrdimensionales Spielfeld

In diesem Abschnitt wenden wir uns zunéchst dem Begriff der Grammatik zu. Ahnlich
wie bei MW1 konnen wir auch einen sprachlichen Aufbau von MWP vermuten. Die-
ses Thema werden wir aber nur kurz beschreiben und aus der Literatur zitieren und
anschlieflend das Werkzeug fiir Spielfelder beliebiger (endlicher) Dimension erarbeiten.

3.2.1 MWP ist kontextsensitiv

Der formale Begriff einer Grammatik wurde im 20. Jahrhundert vom norwegischen Ma-
thematiker Thue und dem amerikanischen Sprachwissenschaftler Chomsky geprégt. Hier-
bei werden Sprachen gebildet, indem fest vorgegebene Ersetzungen auf Worter angewen-
det werden.
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Bezeichnung 3.36 (Semi-Thue-System) FEine nichtleere, endliche Relation 0 #
R C ¥* x X* dber einem Alphabet ¥ nennen wir Semi-Thue-System. Fin FElement
(x,y) € R heifit Regel oder Produktion und wird auch x — y geschrieben.

Definition 3.37 (Ableitungsrelation) Fir ein Semi-Thue-System R idiber ¥ ist ein
Wort w € ¥* aus v € ¥* (direkt) ableitbar, wenn ein Teilwort entsprechend einer Regel
ersetzt wird:

vhwi <= Jur,y,z€X v=urzANw=uyzAr —y € R

Bezeichnung 3.38 Analog zu Definition[I.4 bezeichnen wir die reflexive (endlich-)tran-
sitive Hiille der Ableitungsrelation mit — F*.

Definition 3.39 (Sprache eines Semi-Thue-Systems) In der Sprache eines Semi-
Thue-Systems R mit einer Startmenge [ C ¥* sind alle Worter, die aus I durch endliche
Ableitungen erreicht werden kionnen:

LRI)={weX :Fvel: v w}

Dieses Konzept ist sehr allgemein und fiir Klassifizierungen kaum handhabbar. Daher
betrachtet man eingeschrinkte Ableitungssysteme, fiir die wir weitere Begriffe einfiihren:

Definition 3.40 (Chomsky-Grammatik) Eine Chomsky-Grammatik ist ein Tupel
(,T, R, 1) mit

e X cinem endlichen Alphabet (Terminalsymbole)

e ' ciner endlichen Menge Nonterminalsymbole mit XN T = ()

o R einem Semi-Thue-System iiber YUT': R C {x —ye (DUl z+# e}
o | € I' etnem Startsymbol

Wir iibernehmen die Begriffe Ableitung und Sprache von Semi-Thue-Systemen fiir
Chomsky-Grammatiken, wobei in der Sprache einer solchen nur Worter aus Terminal-
symbolen sind.

Definition 3.41 (Sprache einer Chomsky-Grammatik) Gegeben G = (3,1, R, I)
eine Chomsky-Grammoatik, so bezeichnet

L(G)={weX : IFt,w}
die Sprache von G.

Definition 3.42 (Chomsky-Hierachie) Sei G = (X,I', R, I) eine Chomsky-Gram-
matik, dann heifit G

e Typ-3- oder rechtslineare Grammatik, wenn alle Regeln eine der folgenden Formen
haben:
A—eA—aoder A—aB mitae X, A BeTl
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e Typ-2- oder kontextfreie Grammatik, wenn alle Regeln die folgende Form haben:

A—1Y mit AeT, e (Bul)

e Typ-1- oder kontextsensitive Grammatik, wenn alle Regeln eine der folgenden
Formen haben:

p1Aps — o1 mit A€T, p1,p9,0 € (BUTD)" und ¢ # e,
I — ¢ falls I in keiner rechten Seite auftritt

e Typ-0- oder (allgemeine) Chomsky-Grammatik, wenn keine weitere Einschrin-
kung vorgegeben ust.

Bezeichnung 3.43 (Typ-i-Sprache) Die Sprache einer Typ-i-Grammatik (0 <1 < 3)
heifst Typ-i-Sprache.

Definition 3.44 (Klasse der Typ-i-Sprachen) Analog zu den Automaten sei
L;:={L C ¥ : X beliebig, endlich N3G Typ-i-Grammatik : L = L (G)}
die Klasse der Typ-i-Sprachen.

In weiterer Folge wollen wir die Bezeichnung Hierarchie untermauern und einen Zu-

sammenhang zu den Automaten herstellen, indem wir folgenden Satz zitieren:

Satz 3.45 (Uberblick iiber Sprachklassen [I8]) Es gilt:
L3=FEA=RACDKACLy,=KACL, =LBACLy=TMI[CP (X))
Letzteres bei Betrachtung der Klassen iiber einem festen Alphabet.

Beweis [3.49)] (Ausziige der Ideen) Die Inklusionen wurden bereits in Satz B9 be-
wiesen, sobald die Aquivalenzen nachgewiesen sind:
L3 = FA: Fir die Konstruktion einer rechtslinearen Grammatik aus einem DEA

(%,Q,0,q0, Q") fiihrt

<E,F::Q,R::{p—>xq:5(x,p):q}U{q—>e:q€Q+},]::qo>

zum Ziel. Umgekehrt muss bei der analogen Konstruktion eines NEA ein zusétzlicher
Endzustand fiir die Regeln der Form A — a (siehe Definition B42) eingefiihrt werden.
Auch die weiteren Konstruktionen von nicht-deterministischen Automaten aus einer
Grammatik funktioniert nach dem gleichen Prinzip, benotigen aber kompliziertere Au-
tomaten. Die vollstiandigen Beweise kénnen in [6] und [I6] nachgelesen werden. O

Satz 3.46 (MWP ist kontextsensitiv) FEs existiert eine kontextsensitive, aber keine
kontextfreie Grammatik zu MWP.

4Die Betonung des Zitates soll den fehlenden Beweis entschuldigen.
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Beweis Zunichst halten wir fest, dass der Algorithmus zu MWP (siehe Ta-
belle 2] auf Seite 28]) keine Variablen benotigt, also das Band nicht iiber die Ausgabe
hinaus benotigt. Daher ist er fiir einen LBA geeignet.

Umgekehrt kann MWP nicht auf einem KA entschieden werden, da die Syntax gleich

N
(Z,(iM *1)2,—{> (siehe Definition 2.T3)) ist, die zunéchst erarbeitete Information M aber
auch bei N > 2 nur einmal wiederverwendet werden kann. O

Bemerkung 3.47 Dieses Ergebnis war zu erwarten, weil einerseits MWP schwierig
in NP ist und andererseits Sprachen aus Lo \ L1 in der Literatur explizit konstuiert
werden mussten — sich also nicht aus praktischen Problemen ergeben haben. Eine Typ-
1-Grammatik anzugeben ist aber nicht-trivial.

3.2.2 Mehrdimensionale Turing-Maschinen

Dieser Abschnitt stellt das Konzept der d-dimensionalen Turing-Maschinen (d € NT)
vor und liefert dadurch die Basis fiir d-dimensionale Varianten, aber auch ein einfaches
Werkzeug fiir allgemeines Minesweeper (Abschnitt B.3.2)). Exakte und noch viel weiter-
gehende Ausfithrungen dieses Konzepts sind in [I7] und den dort zitierten Quellen zu
finden.

Definition 3.48 (d-dimensionale Turing-Maschine) Eine d-dimensionale Turing-
Maschine (kurz: dTM) ist eine TM mit einem d-dimensionalen Ein-/Ausgabeband, also
ein Tupel <F7 Qa 57 b7 do, q4r> mat

§:TxQ—P(IxQx ({~1,0,1}"\ {0}))
einer erweiterten Ubergangsfunktion.

Bezeichnung 3.49 Wir nennen 1TM auch lineare TM, 2TM quadratische TM und
3TM auch kubische TM.

Das Band einer dTM ist entlang jeder Dimension in einer Richtung unendlich. Ein
Standbild enthilt also das Band als Funktion t : N¢ — T'. Weiters gilt wieder die
Konvention, dass der nicht-leere Bereich am Band immer ein d-dimensionales Rechteck
ist, dessen Ecke mit den kleinsten Koordinaten in (1,...,1) liegt. Die Eingabe hat die
Lange n = ny - ... - ng, die Anzahl der nicht-leeren Felder des Startbildes, also das
d-dimensionale Volumen des Rechtecks.

Bemerkung 3.50 Die Definition der Linge der Fingabe kann auch tiber das Maximum
oder die Summe der Kantenlingen erfolgen, weil wir wieder polynomielle Laufzeiten
betrachten wollen. Das Produkt bietet sich aber in Hinblick auf die Simulation durch
,normale® eindimensionale T'M an.

Um besagte Konvention zu wahren, benétigt das Beschreiben eines Feldes, das in der
Dimension j auflerhalb der Eingabe liegt, einen zusétzlichen Aufwand von O ( ) zum

Ausfiillen des neuen umgebenden Rechtecks. Im Allgemeinen wird diese Schranke sogar
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O (lyar) fiir den zusdtzlichen Aufwand aufgrund der héheren Dimension betragen, wenn
lyar die maximale Anzahl nicht-leerer Felder beschrankt.

Der Aufwand fiir das (wieder)finden eines markierten Element liegt dann ebenfalls in
O (lyar) — bei der Programmierung muss ein Pfad durch alle nicht-leeren Felder vorgege-
ben werden. Allerdings interessiert uns ohnehin der Zusammenhang zu den bekannten
Problemklassen P und N P:

Definition 3.51 (Sprachen einer dTM) Sei f eine vorgegebene polynomiell bere-
chenbare, bijektive Funktion einer dTM, deren Ausgabe sich ausschliefslich entlang einer
Dimension erstreckt.

Die Sprache einer dTM M unter f ust dann das Bild unter f aller von M akzeptierten
Eingaben.

Fiir endliche Dimensionen d und eine endliche Eingabe existiert immer eine fest vor-
gegebene Interpretation der Eingabe als Zeichenfolge — wie in Definition B.5T] benotigt.

Es existieren fiir eine dTM sogar immer unendlich viele Interpretationen der Eingaben
als Zeichenfolgen, weil die Eingabe zwar endlich ist aber beliebig grofl sein kann. Jedoch
fithrt eine weitere Diskussion iiber die Idee dieser Arbeit hinaus. Es ergibt sich meis-
tens intuitiv eine zum Problem passende Interpretation, deren Bijektivitdt wir durch
Begrenzungszeichen — wie fiir MW in Abschnitt 2.2.1] beschrieben — garantieren kénnen.

Bezeichnung 3.52 (Sprache einer dTM) Wir bezeichnen mit Sprache einer dTM
die Sprache einer dTM unter einer geeigneten Interpretation f.

Lemma 3.53 (Simulation einer 2TM) Flir eine quadratische TM N mit Laufzeit
Ty (n) > n gibt es eine lineare TM M, welche die Sprache von N in Ty (n) €

O (TN (n)z) akzeptiert.

Beweis[B.53 Wir vereinbaren ohne Beschriankung der Allgemeinheit, dass die zweidi-
mensionale Eingabe von IV ,zeilenweise“ in einer vorgegebenen Richtung in M vorliegt.
Auch die leeren Felder mit einer 0-Koordinate seien aus beweistechnischen Griinden
in dieser Eingabe unter Verwendung eines weiteren® Leerzeichens enthalten, sodass wir
keine Spezialfille betrachten miissen und der Algorithmus von N exakt iibernommen
werden kann.

Zunéchst muss die Konvention beziiglich des nicht-leeren Bereichs iiberpriift werden.
Das entspricht — wie die Syntaxpriifung von MWP — einer Laufzeit von O (n?), weil alle
Zeilen auf gleiche Linge getestet werden miissen. Gleichzeitig markieren wir die erste
als aktuelle Spalte, also jeweils das Zeichen nach einem Zeilenwechsel — dieser ist durch
ein solches neues Leerzeichen (erstes Zeichen einer Zeile) gekennzeichnet.

Nun benétigen wir nur mehr die Simulation aller Lesekopf-Verschiebungen inklusive
jener aus dem nicht-leeren Rechteck hinaus. Wir werden zeigen, dass das aufgrund der
Markierung der aktuellen Spalte in O (T (n)) moglich ist. Die Zustdnde von M sind
dann aus dem Produkt der Zusténde von N und jenen fiir die Verschiebungen. Dadurch
kann der urspriingliche Algorithmus schrittweise — getrennt durch, aber unabhéngig von

5Es gibt ein Leerzeichen am Band, eines um die nicht benstigten Felder im nicht-leeren Rechteck zu
markieren und dieses neue Leerzeichen.
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diesen Lesekopf-Operationen — ablaufen. Die Laufzeit ist dann klar, weil fiir jeden Schritt
in N einmal der Kopf verschoben werden muss.

Jede Lesekopf-Operation hat zwei Komponenten, die wir getrennt ausfiihren wollen.
Zunéchst jene, die innerhalb einer Zeile arbeitet: Falls das Zeilenende dadurch nicht
erreicht wird, betrigt der Aufwand O (l,4-) € O (T (n)) Schritte, weil die Markierung
der aktuellen Spalte verschoben werden muss.

Wenn das Zeilenende erreicht wird, verschieben wir alle Zeichen in M nach der aktu-
ellen Position um eine Stelle weiter und fiigen das neue Zeichen dieser Zeile ein. Da N
nach unserer Konvention nun alle weiteren Positionen dieser neuen Spalte besucht um
sie fiir N als nicht-leer zu kennzeichnen, betrégt der zusédtzliche Aufwand immer nur
O (lyar) Schritte, wenn wir auch die Bewegung in eine andere Zeile dadurch beschranken
konnen:

Die zweite Bewegungskomponente kann aber sehr schnell und sogar schon wéhrend
des Verschiebens der aktuellen Spalte durchgefiihrt werden, weil in M nur das vorige
oder néchste Zeichen der markierten Spalte gefunden werden muss. Insgesamt ist die
Vorgehensweise damit vollstindig beschrieben und beschrankt. O

Bemerkung 3.54 Die Beschrdinkung der Laufzeit kann im konkreten Fall meist we-
sentlich verbessert werden, weil die Ausdehnung der Variablen im Allgemeinen deutlich
kleiner als die Laufzeit sein wird.

Bemerkung 3.55 Lemma und der folgende Satz[3.50 gelten sowohl fiir determi-
nistische als auch nicht-deterministische Versionen der genannten Maschinen, weil der
zeitliche Mehraufwand deterministisch ist.

Satz 3.56 (Simulation einer dTM) Fiir eine dTM N mit Laufzeit Ty (n) > n gibt
es eine lineare TM M, welche die Sprache von N in Ty (n) € O (TN (n)QCH) akzeptiert.

Beweis Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach der Dimension d: Lemma B.53]
liefert uns unmittelbar die Anfangsbedingung fiir d = 2 und auch den Induktionsschritt:
Angenommen, die Aussage gilt fiir d. Wir wollen einen (d + 1)TM-Algorithmus auf
einer TM ausfithren. Wir verwenden zunéchst eine 2TM und simulieren die ersten
d Dimensionen in einer Dimension dieser 2TM. Eine Lesekopf-Operation kénnen wir
nun ausfiihren, indem wir zuerst den Schritt in der letzten Dimension simulieren:
Tat1 (Ostep (¢,q)) , ¢ € ', q € Q hat keinen zusétzlichen Aufwand in der 2TM.
AnschlieBend miissen wir in der anderen Dimension, welche die Dimensionen 1 bis d
enthalt, m1 a4 (dstep (¢,q)), ¢ € I',q € Q durchfiithren, was nach Induktionsvoraussetzung

. 2d—1 . . . . . . .
einen Aufwand von O (TN (n) ) hat. Diese 2TM simulieren wir nun in einer linearen

. 2d—1\2 2(d+1)-1 . - .
T™ M in O <(TN (n) ) ) =0 (T ~(n) ) Schritten. Damit ist der Induktions-
schritt und daher die Aussage fiir alle d € N gezeigt. O

Bemerkung 3.57 Wenn Ty (n) ein Polynom ist, so klarerweise auch Ty (n)zdi1
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Korollar 3.58 (dTM beweisen P und NP) Fir den Beweis der Zugehorigkeit ei-
nes Problems zu P bzw. NP kann eine (deterministische) TM beliebiger Dimension mit
polynomieller Laufzeit angegeben werden.

NP ={L CT*: T beliebig, endlich N3IM dTM : Ip € N [z] :
L=L(M)ANVYneN:Ty(n)<p(n)}
P={LCT*: T beliebig, endlich N3IM dTM deterministisch : Ip € N [x] :
L=L(M)ANVneN:Ty(n)<p(n)}

3.2.3 Folgen fiir Minesweeper-Varianten

Die dTM liefern uns ein einfaches Mittel zur Behandlung mehrdimensionaler MW-
Varianten. Wir passen daher zunéchst das MW-Modell aus Abschnitt 2. T.2an. Natiirlich
gelten die Satze aus diesem Abschnitt dann im Allgemeinen nicht mehr.

Bezeichnung 3.59 (Dimension, Linge) Wir bezeichnen im Folgenden die Dimensi-
on des Spielfeldes immer mit d, und dessen Ausdehnung oder Ldnge in der Dimension
1 <k <d mit Ny.

Definition 3.60 (Spielfeld)
F =Ny x...x Ny

Die Elemente von F heiffen Felder. Fir ein Feld x bezeichnen (x1,...,x4) die Koordi-
naten des Feldes.

Obwohl sich im zweidimensionalen Fall die diskrete Einschréankung der Euklidischen
Metrik als brauchbar erwiesen hat, stellt sich heraus, dass die Charakterisierung iiber
die Mazimumsmetrik (siche Lemma 2.6)) eher unserer Vorstellung entspricht:

Definition 3.61 (Abstand, Distanz, Metrik)

):FxF — R
(e,5) = max o — o

Definition 3.62 (Nachbarschaft)

N:F — P(F)
r — {yeF:i(x,y) <2}

Wenn man die Felder als aneinander gesetzte abgeschlossene Einheitswiirfel® eingebet-
tet in den R? betrachtet, dann sind zwei Felder genau dann Nachbarn, wenn ihr Schnitt
nicht leer ist — also zumindest einen gemeinsamen (Eck-)Punkt enthélt.

Die Minen sind wieder eine Teilmenge M C F des Spielfeldes. Die weiteren Begriffe
bleiben ebenfalls analog erhalten.

6vergleiche Abbildung 1] auf Seite P4
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Definition 3.63 (Umgebungsgefahr)

oc:F — N
DD 1¢))

YyEN ()
Definition 3.64 (Explosivitiit)
e:F — N=
o (x)
1—p()

Die Explosivitét soll die am Spielfeld angezeigten Werte wiedergeben. Allerdings kann
die Anzahl der Minen in der Nachbarschaft hoher sein:

Xz

Definition 3.65 (Konfiguration) Fir ein Spielfeld F nennen wir ein Tripel (F, D, k)
mit D C F und k: D — 34U {0} = {0, 30—, oo} Konfiguration.

Problem 3.66 (MWd) Gegeben eine Konfiguration C = (F, D, k). Existiert eine Men-
ge M C F Minen, sodass k =€ |p?

Wir kénnen nun ein solches d-dimensionales Spielfeld einfach in einer dTM darstel-
len, weil das Eingabealphabet ¥ = 3% U {oc, ?} endlich ist. Trennzeichen werden nicht
bendtigt. AuBerdem folgt sofort:

Lemma 3.67 (MWd € NP) MWd kann in linearer Zeit auf einer dTM getestet wer-
den.

Beweis Die dTM muss zunéchst die ganze Eingabe durchlaufen und nicht-
deterministisch die Fragezeichen (7) ersetzen. Das Uberpriifen dieses moglichen Zeugen

funktioniert aber ebenfalls in O (n) = O (szl Nk), weil jeder der maximal 3¢ Nachbarn
eines Feldes in jeweils maximal einem Schritt erreicht werden kann. O

Lemma 3.68 (MWd € LBA = £;) MW4d hat eine kontextsensitive Interpretation.

Beweis Die Simulation von dTM durch lineare TM benétigt keine zusétzlichen
Variablen. Daher folgt die Aussage direkt aus Lemma B.67 O

Lemma 3.69 (MWP < MW2) MWd enthdlt MWP fiir d > 2.

Beweis Angenommen MWP ist mit dem Eingabealphabet Y p laut Defini-
tion entlang einer Dimension einer 2TM gegeben. Das Kopieren der Zeilen in eine
zweidimensionales Struktur benétigt O (n?) Schritt, ebenso wie das gleichzeitige Erstel-
len und anschliefende Loschen des iiberschiissigen nicht-leeren Bereichs zur Wahrung
unserer Rechteck-Konvention.

Insbesondere ist MW2 aus MWP polynomiell berechenbar, selbst wenn man MWP
nicht ohnedies als Interpretation von MW2 ansieht. Klarerweise ist MW2 ein Spezialfall
von MWd fiir alle d > 2. O

Korollar 3.70 (MWd € NP-vollstiandig) MWd ist schwierig fiir d > 2.
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3.3 Minesweeper auf Graphen

Wir haben bei MWd gesehen, dass sich die Definitionen von Umgebungsgefahr und
Explosivitét, aber auch jene der Konfiguration und die Fragestellung des Problems nicht
andern, wenn wir eine andere Struktur fiir Spielfeld und Nachbarschaft wéhlen. Als
néchsten Schritt wollen wir diese Struktur weiter verallgemeinern, aber die Idee von
Minesweeper — ein Feld gibt die Anzahl der Minen auf seinen Nachbarn bekannt — im
Auge behalten.

3.3.1 Grundlagen

Wir kénnen uns zum Beispiel einen Graphen vorstellen, dessen Knoten die Felder dar-
stellen und dessen Kanten die Nachbarschaftsrelation festlegt. Der allgemeinste Fall ist
wohl ein Graph, der auch Mehrfachkanten und Schlingen® enthalten darf. Diese Begriffe
wollen wir aber zunéchst definieren.

Definition 3.71 (allgemeiner Graph) FEin allgemeiner Graph ist ein Tupel G =
(V.E,n) mit

o V' einer Knotenmenge (Vertices)
e F einer Kantenmenge (Edges) mit VN E =)

e 1: E — V2 der Inzidenzfunktion, die jeder Kante zwei Knoten zuordnet, mit ihren
Projektionen n4 auf den Anfangs- und ng auf den Endknoten.

Definition 3.72 (Isomorphismus fiir allgemeine Graphen) Fir zwei allgemeine
Graphen G = (Vg,Eg,n) und H = (Vy,Ey,p) heiffen zwei bijektive Abbildungen
ov Vg — Vg und pg : Eq — Ey, welche die Inzidenzfunktion respektieren

Yy onNa=pacYr N QYyOonNg=pPpoYE

Isomorhismus ¢ : G — H von G nach H.
Zwei allgemeine Graphen heiffen isomorph (G = H) genau dann, wenn es einen
Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Definition 3.73 (Abkiirzungen fiir einen allgemeinen Graphen) Wir sagen:
(a) g := |V| ist die Anzahl der Knoten, oy := |E| die Anzahl der Kanten.

(b) Fir X,)Y CV sind E(X,Y):={e€ E:na(e) € X Ang(e) € Y} die Kanten von
der Knotenmenge X in die Knotenmenge Y .

(c) Firz eV istd (x):=|E (x,V)| der Weggrad und d~(x) := |E (V, z)| der Hingrad

eines Knotens.

(d) Fiirz eV sind N (z) :={y €V :E(z,y) # 0} die Nachbarn eines Knotens.

"Wir werden sehen, dass Schlingen keine zusitzliche Information liefern kénnen.
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Definition 3.74 (Kantenfolge) Unter einer Kantenfolge verstehen wir eine endliche
Folge ey, ... ,e; von Kanten e; € B, 1 <1 <1 mit

V2<i<l:na(e;)=ng(e1)

jeweils einer Verbindung durch einen Knoten. Diese Kantenfolge ey, ..., e; hat die Lénge
[ und die Knoten vy := n4 (e1) und v; := ng (e;), 1 <i <. vy heifst Anfangs- und v,
Endknoten.

Bezeichnung 3.75 Wir sagen:

(a) Anfangs- und Endknoten einer Kante sind zu dieser inzident und zueinander adja-
zent oder benachbart.

(b) Der Endknoten einer Kantenfolge ist von deren Anfangsknoten erreichbar.
(c) Eine Kante e geht von na (e) aus. Sie fithrt von n4 (e) nach ng (e).
(d) Eine Kante e mit na (e) = ng (e) gleichem Anfangs- und Endknoten heifst Schlinge.

(e) Gilt fir verschiedene Kanten ey # es, dass jeweils die Anfangs- und Endknoten
gleich sind (na (e1) = na(e2) Ang(e1) = ng (e2)), so sind diese parallel oder Mehr-
fachkanten.

(f) Gilt fiir verschiedene, nicht parallele Kanten e; # es, dass die mit ihr inzidenten
Knoten gleich sind (na(e1) = ng (e2) Ang (e1) = na(e2)), so sind diese gegenliaufig.

(9) Ein Knoten x, der mit keinem anderen Knoten benachbart ist E (z,V \ {z}) =
E(V\A{x},z) =0, heifit isoliert.

(h) Ein Knoten x, von dem nur Kanten ausgehen oder zu dem nur Kanten hinfiihren,
heift sternformig: min {d* (z),d” ()} =0

Bezeichnung 3.76 (spezielle Kantenfolgen) Wir sagen:

(a) Eine Kantenfolge, deren letzte und erste Kante iiber einen Knoten verbunden sind
na(e1) = ng (e), heifft Kreis.

b) Eine Kantenfolge, deren Kanten e; = e; < 1 = j, 1 < 4,5 <[ paarweise disjunkt
j
sind, heiffit Kantenzug oder einfach.

(c) Eine Kantenfolge, deren Anfangs- und Endknoten der Kanten
na(e) #nale;)) AN ne(e) #ne(ej) 1<i<j<li
jeweils paarweise disjunkt sind, heifst Bahn oder kreuzungsfrei.

(d) Ein kreuzungsfreier Kreis heifst Zyklus.

Definition 3.77 (Eigenschaften allgemeiner Graphen) Sei G = (V, E n) ein all-
gemeiner Graph. G kann u.a. folgende FEigenschaften haben:
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(a) endlich: V' und E sind endlich: ag, ;7 € N

(b) schlingenlos: G hat keine Schlingen.

(c) eindeutig: G hat keine Mehrfachkanten.

(d) einfach: G ist eindeutig und schlingenlos.

(e) lokal sternférmig: Jeder Knoten ist sternformig: Yx € V : min{d* (z),d” (z)} =0

(f) symmetrisch: Zu jeder Kante gibt es eine gegenliufige Kante:

Vee E:3¢ € E:na(€)=ne(e)Ang () =na4(e)

(g) ungerichtet: G ist symmetrisch und gegenliufige Kanten treten paarweise auf.

(h) vollstandig: Von jedem Knoten gibt es je eine Kante zu jedem anderen Knoten:

Ve,yeVix#y— (Je€ E:nale)=xAng(e) =y)

(i) stark zusammenhéngend: Jeder Knoten ist von jedem anderen Knoten erreichbar:

Ve,y €V :ix #y— Jey,...,e Kantenfolge : x =na(e1) Ny =ng ()

(j) zusammenhingend: Es gibt eine Kante zwischen je zwei nicht-leeren Knotenmengen,
deren Vereinigung alle Knoten enthdlt:

VX, Y CV: (X, Y AD0ANXUY =V)—= (E(X,)Y)UE(Y,X) #0)
(k) Baum: G ist minimal zusammenhéngend, also zusammenhdngend, aber nach Ent-
fernen einer beliebigen Kante nicht mehr.
(1) Wald: Jede Zusammenhangskomponente von G ist ein Baum.
(m) zyklenfrei: G hat keinen Zyklus.

(n) eben: Die Knoten von G sind Punkte der reellen Ebene V' C R?, und die Kanten
konnen als — bis auf Anfangs- und Endpunkte — zu diesen und zueinander disjunkte
Polygonziige zwischen ihren inzidenten Knoten dargestellt werderf.

(o) planar: Es gibt einen zu G isomorphen ebenen Graphen.

Wir wollen den Umgang mit ungerichteten Graphen moglichst intuitiv gestalten. Ins-
besondere gilt dies fiir die Definition der speziellen Kantenfolgen aus Bezeichnung 3.7

Bemerkung 3.78 (ungerichtete Graphen) Fiir ungerichtete Graphen interpretie-
ren wir die Paare gegenldufiger Kanten als eine ungerichtete Kante. Aus dieser Zu-
sammenfihrung folgt zum Beispiel:

8Wenn alle Punkte V = R? Knoten sind, muss klarerweise die Kantenmenge leer sein.
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e Der Grad eines Knotens x € V ist d(x) := d*(z) = d ™ (x).
e Fs gibt ungerichtete Baume mit mehr als einem Knoten.

e Fin Paar gegenliufiger Kanten ist kein Zyklus.

Allerdings interessiert uns fiir endliche Graphen eine Darstellung von Mehrfachkanten,
die einen Graphen bis auf Isomorphie eindeutig wiedergibt. Diese Darstellung soll auf
die fiir uns unnotige Auflistung/Benennung der Kanten in einer Menge E verzichten.

Offensichtlich ist die Inzidenzfunktion n : £ — V? fiir eindeutige Graphen injektiv.
Fiir je einen Anfangs- und einen Endknoten gibt es also maximal eine Kante, die diese
verbindet. Wenn wir nun noch angeben, wieviele verschiedene solche Kanten fiir zwei
Knoten eines allgemeinen Graphen existieren, haben wir eine Darstellung gefunden:

Defintion und Lemma 3.79 (Adjazenzmatrix fiir endliche Graphen) Sei G =
(V,E,n) ein endlicher Graph und v : oy — V eine Nummerierung seiner Knoten, so
heift die Funktion

A Qg X &g — N

(i,7) — |E@@), ¢ ()

(allgemeine) Adjazenzmatrix von G. G kann aus A bis auf Isomorphie rekonstruiert
werden.

Beweis .79 Gegeben eine Adjazenzmatrix A : ag X ag — N: Wir definieren

H = <VH =, By = QU (i} x {j} x A(i,4)) snm = p = (m (Eg), m (EH)>>

i,j=0

Offensichtlich kann ¢ = ¢y als Teil des Isomorphismus von H auf G herangezogen
werden. {i} x {j} x A(i,j) enthdlt genau A (i,j) = |Eg (¢ (i),% (7)) Elemente und
die ersten beiden Komponenten geben den Start- bzw. Endknoten an. Das garantiert
die Existenz der gesuchten Funktion pg : Ey — Eg auf den Kanten und damit einen
[somorphismus zwischen den beiden Graphen. O

Bemerkung 3.80 Die endlichen Graphen kénnen also auch als endliche, vollstandige,
eindeutige Graphen mit einer Bewertungsfunktion nach N fiir die ,Breite einer Kante
interpretiert werden.

Bemerkung 3.81 Die verbale Definition eines gerichteten Graphen (,paarweises Auf-
treten gegenliufiger Kanten®) kann durch die Symmetrie der Adjazenzmatrix A = AT
und gerade Diagonaleintrage A (i,i) € 2N, i € ag formalisiert werden.
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3.3.2 Allgemeines Minesweeper

Fiir Minesweeper ergeben sich aus dem vorigen Abschnitt die méglichen Verallgemeine-
rungen

e beliebige Nachbarschaft und
e bewertete Nachbarschaft.

Wir wollen gleich beide Moglichkeiten wahrnehmen, aber in Hinblick auf die Klassifi-
zierung nur endliche Varianten definieren um diese auf einer TM lésen zu kénnen. Au-
Berdem verwenden wir die Darstellung eines endlichen Graphen G = (V, A) durch seine
Adjazenzmatrix. Insbesondere verfiigen wir also iiber eine kanonische Nummerierung
der Knoten.

Bezeichnung 3.82 (Allgemeines Minesweeper) Ein endlicher Graph G = (F,N)
heifit Spielfeld und jeder Knoten x € F Feld. N definiert die bewertete Nachbarschaft in
dem Sinn, dass Minen auf Nachbarfeldern, zu denen mehrere Kanten fiihren, gefihrlicher
sind.

Bezeichnung 3.83 (Minen) Minen sind eine Teilmenge M C F der Felder.
pw: F — 2={0,1}
z = XM ()

heifit Minenindikator.

Definition 3.84 (Umgebungsgefahr)

c: F — N
o= Y N(zy) p(y)

yeF

Die Explosivitéit miissen wir diesmal explizit statt analytisch definieren: In der Defi-
nition von MWP war jedes Feld sein eigener Nachbar. Dadurch konnte der undefinierte
Ausdruck 0/0 nicht auftreten.

Definition 3.85 (Explosivitiit)

e: F — N~
- { o(x) falls u(z)=0
o0 sonst

Lemma 3.86 (Definitionslemma) Fs gilt:
(a) Ve € F:0<o(z) <(|F|maxN) e N

(b)Ve e F:o e M & e(xr) =00
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Beweis [3.80] Die erste Aussage (@) ist eine triviale Abschidtzung der Summe
Syer N (@, y) 1 (y). Letztere (b)) haben wir absichtlich so gewéhlt. O

Definition 3.87 (Konfiguration) Fiir ein Spielfeld G = (F,N') nennen wir ein Tupel
C=(F,N,D,k) mit DC F und k : D — N*> Konfiguration.

Problem 3.88 (MWG) Minesweeper auf Graphen: Gegeben eine Konfiguration C =
(F,N,D, k). Ezistiert eine Menge M C F Minen, sodass k=€ |p?

In weiterer Folge wollen wir die Komplexitdt von MWG untersuchen. Dazu bendtigen
wir zuerst eine Darstellung fiir eine Maschine. Das komplexeste Objekt einer Konfigu-
ration C = (F, N, D, k) ist sicher die Nachbarschaft N : F x F — N, weil sie drei nicht
a priori beschrankte Komponenten hat.

Wir wéhlen daher fir MWG — und allgemein fiir die Darstellung von Graphen —
eine 3TM. Das Quadrat mit Seitenlinge ay = |F| am Anfang der Ebene der ersten
beiden Dimensionen interpretieren wir als Adjazenzmatriz, deren Eintrage in der dritten
Dimension angegeben sind.

Fiir MWG héngen wir entlang der ersten Dimension die Werte von x an die Adja-
zanzmatrix an. Dafiir verwenden wir ein anderes Alphabet, sodass wir uns diese beiden
Darstellungen sogar ineinander vorstellen konnen. Natiirliche Zahlen seien wieder durch
Aufzéhlen codiert, dann ergibt sich

¥ ={1,0} x {1,0, 00,7}
als Eingabealphabet fiir MWG auf einer 3TM.

Lemma 3.89 (Darstellung von MWG) Eine Instanz von MWG kann auf einer
8TM als Eingabe der Linge n = a2maxN dargestellt werden. Die Syntaz kann in
linearer Zeit O (n) uberprift werden.

Beweis Wir iibernehmen die eben beschriebene und in Abbildung B.I] auf Sei-
te B0 angegebene Idee, die Beschriftung der Felder k dem Quader der Adjazenzmatrix
einzuschreiben. Lemma B.80@) garantiert uns, dass dieser ausreicht: die gefaltete Fléche
zur Darstellung von x hat eine Hohe von ag - max .

Die Syntax beinhaltet genau die folgenden Forderungen: Der Quader hat eine quadra-
tische Grundflache. Funktionswerte werden immer in einem — moglicherweise gefalteten
— eindimensionalen Teil der 3TM angegeben: Natiirliche Zahlen k sollen durch £ auf-
einanderfolgende Werte 1 angegeben sein, die bis zur maximalen Héhe durch 0 ergénzt
sind. Die Funktionswerte Mine (0o) und unbestimmtes Feld (7) sollen immer die volle
Ho6he austfiillen.

Die Forderung nach der quadratischen Grundflache iiberpriifen wir mit einem Durch-
lauf entlang der Diagonale: dieser muss genau am Eck enden. Die korrekte Darstellung
der Funktionen kann fiir jeden Wert unabhéngig und egal ob von oben oder von un-
ten getestet werden. Wenn wir nun die gefaltete Fliache spaltenweise — also zunéchst
in die Hohe — durchlaufen, stellen wir sowohl die Giiltigkeit dieser Funktionswerte fest,
also auch jener der Matrix: bei jedem ,Knick® wechseln wir in eine andere Séule der
Adjazenzmatrix.
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max N

&%)

Fa

Abbildung 3.1: Darstellung von MWG auf einer 3TM

Der eben beschriebene Algorithmus liest einmal jedes Diagonalelement der Grund-
flache, 3 weitere — leere — Bandfelder um die Ecke festzustellen und anschlieSend jedes
Element genau einmal und o2 + ag + 1 leere Bandfelder bei den Richtungswechseln. O

Bemerkung 3.90 (Darstellung eindeutiger Graphen) Wenn das Spielfeld ein
eindeutiger Graph ist, also max N = 1 qgilt, kann MWG nach dem selben Schema auf
ewner 2TM dargestellt werden.

Es ist klar, dass MWG nicht einfacher als MWP ist. Trotzdem werden wir einen Al-
gorithmus angeben, der zu einer gegebenen MW2-Instanz den entsprechenden Graphen
konstruiert:

Lemma 3.91 (MWP = MW2 < MWG) Auf einer 2TM kann der MW-Graph zu ei-

nem Standardbrett in quadratischer Zeit berechnet werden.

Beweis B.91] Gegeben ist ein rechteckiges Spielfeld iiber dem Alphabet ¥y =
{0,...,8,00,7}. Die Aufgabe besteht nun aus den folgenden drei Schritten:

(1) Kopieren aller Felder in eine Dimension.

(2) Ausmessen des Quadrates und codieren von  iiber m (Xywe) = {0, 1,00, 7}.

(3) Erstellen der Adjazenzmatriz.
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W
e

Abbildung 3.2: Algorithmus zur Reduktion von MW2 auf MWG

Es ist klar, dass zur Darstellung von MW2 ein eindeutiger Graph geniigt. Die Lange
n = MN der Eingabe ist die Anzahl der Felder, jene der Ausgabe deren Quadrat n?.
Wenn beim Kopieren und Eintragen von x auch die Information {iber das Zeilenende auf
die ganze Hohe durch eine entsprechende Markierung iibertragen wird, kann jeder der
drei angegebenen Schritte, die in Abbildung auf Seite [61] illustriert sind, linear fiir
die Ausgabe durchgefiihrt werden — daraus resultiert die quadratische Laufzeit. O

Erstaunlicher als diese Reduktion ist die folgende Beobachtung, dass MWG auch nicht
schwieriger als MWP ist, weil es auf einer nicht-deterministischen TM in polynomieller
Zeit gelost werden kann. Der Beweis gelingt fiir die Darstellung aus Lemma B.89 auf

einer 3TM:

Satz 3.92 (MWG € NP) MWG kann auf einer 3TM in quadratischer Zeit geldost wer-

den.

Beweis Offensichtlich kénnen die fehlenden Werte auflerhalb der Konfiguration
k (F \ D) nicht-deterministisch in O (n) Schritten generiert werden, weil wir eine obere
Schranke der Umgebungsgefahr o haben. Es bleibt die Uberpriifung des Zeugen:

Bei genauer Betrachtung der Darstellung in Abbildung Bl auf Seite erkennen
wir, dass die zu vergleichenden Werte x (x) = 3, N (2, y) pu (y) durch die Anzahl der

61



3 Varianten

| Befehl mit Laufzeit O (f (g, max\)) | f (ap, max ) |
Fiir jedes Feld x entlang der F,-Achse ohne Mine (x (x) # 00): | ag
Finde x auf der F,-Achse durch eine Diagonalquerung mit Qo

5step = (_17 17 0)
Setze alle Stellen von N in der gefundenen F, x N-Ebene oo max N
gleich 0

| Die Gesamtlaufzeit liegt in O (n) = O (af max ) | ap (g + agmax V) |

Tabelle 3.3: Algorithmus zu Berechnung von N (z,y) 1 (y)

Werte 1 und 1 in der jeweiligen F, x N-Ebene reprisentiert werden, wenn wir die Kanten
N (z,y) zu sicheren Feldern u (y) = 0 entfernen. Diese Berechnung von N (z,y) u (y) ist
in linearer Zeit moglich und in Tabelle auf Seite [62] angegeben.

Die weitere Vorgehensweise ist einfach: Teste die Anzahl der Werte 1 und 1 in jeder
Fy, x N-Ebene auf Gleichheit. Die Laufzeit ist O (ao (ap max/\/)2> C O (n?). O

Da der Zeuge wieder mit den n bereits durch die Eingabe belegten Feldern auskommt,
und mit MW?2 als Spezialfall von MWG (Lemma [307]) folgen sofort zwei weitere Ergeb-
nisse:

Korollar 3.93 (MWG € LBA = £;) MWG hat eine kontextsensitive Interpretation.

Korollar 3.94 (MWG € NP-vollstindig) MWG ist schwierig in NP.

3.3.3 Spezielle Graphen

Die obere Schranke der Komplexitéit von MWG ist nun zufriedenstellend gefunden. Wie
bei der eindimensionalen Variante, stellt sich aber die Frage, was notwendig ist, um alle
Probleme aus NP simulieren zu konnen. Wir versuchen in diesem Abschnitt Klassen
von Graphen zu finden, fiir die MWG einfach oder bereits schwierig im Sinne der NP-
Vollstéandigkeit ist.

Lemma 3.95 (unnétige Kanten) Kanten, die von einem verminten Feld ausgehen
oder auf ein sicheres Feld fiithren, kénnen ohne Informationsverlust aus einem MW-
Graphen entfernt werden.

Beweis Betrachten wir zunéchst verminte Felder « mit p (z) = 1: Die Explosi-
vitdt € = oo enthélt keine Information iiber die Nachbarfelder. Daher ist es egal ob und
welche Felder Nachbarn einer Mine sind.

Auf der anderen Seite liefert N (z,y) i1 (y) keinen Beitrag zur Umgebungsgefahr o ()
des Anfangsfeldes einer Kante, falls p (y) = 0 das Endfeld sicher ist. O

Eine Schlinge geht vom selben Feld aus, zu dem sie fithrt. Daher geht sie immer
entweder von einem verminten Feld aus oder fiihrt auf ein sicheres Feld und es folgt
sofort:

Korollar 3.96 (Schlingen sind unndétig) Schlingen kdénnen ohne Informationsver-
lust aus einem MW-Graphen entfernt werden.
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Lemma 3.97 (mehr unnétige Kanten) Kanten, die auf ein vorgegebenes Feld x €
D fiihren, konnen ohne Informationsverlust aus einem MW-Graphen entfernt werden.

Beweis B.97] Dieses Lemma muss wegen Lemma nur mehr fiir vorgegebene
verminte Endfelder y € D bewiesen werden — und zwar fiir sichere Anfangsfelder. Falls
auch das Anfangsfeld x € D vorgegeben ist, subtrahieren wir einfach vom Feldwert
k(z) — k(x) — N (x,y) die Zahl der Kanten, die wir entfernen und erhalten dadurch
die Information fiir die anderen Nachbarn von x. Diese Vorgehensweise entspricht der
relativen Explosivitit fiir MWP aus Definition 217

Wenn nun das Anfangsfeld @ € D nicht vorgegeben ist, miissen wir zeigen, dass es
eine — mit der Explosivitdt e identische — konsistente Fortsetzung von s auf das ganze
Spielfeld F genau dann gibt, wenn eine solche nach dem Entfernen der Kanten existiert.
Falls diese Fortsetzung r (z) = oo enthilt, kann die Kante wegen Lemma entfernt
werden. Ansonsten beweisen wir diese Aquivalenz in beide Richtungen:

Angenommen sie existiert fiir den urspriinglichen Graphen, dann muss «(z) >
N (z,y) gelten, und die Voraussetzungen bleiben fiir den neuen Graphen erhalten, wenn
man die Kanten entfernt und deren Anzahl vom Funktionswert abzieht.

Angenommen die konsistente Fortsetzung existiert im neuen Graphen ohne die frag-
lichen Kanten, so kénnen beliebig endlich viele Kanten bei gleichzeitiger Erhéhung des
Funktionswertes problemlos hinzugefiigt werden. Insbesondere kénnen wir dadurch eine
Entsprechung auf dem urspriinglichen Graphen finden. O

Lemma 3.98 (isolierte Felder) Felder auf isolierten Knoten (oder alle anderen Kno-
ten) konnen ohne Informationsverlust aus einem MW-Graphen entfernt werden.

Beweis Falls das isolierte Feld © € D vorgegeben und vermint ist oder keine
Umgebungsgefahr x (x) = 0 voraussetzt, kann es entfernt werden, weil dieses Feld nicht
iiber die Konsistenz entscheidet. Falls jedoch eine positive Umgebungsgefahr « (z) =
k > 0 gefordert wird, kann diese nie erreicht werden: Die Instanz ist ungiiltig und somit
dquivalent zur einfachsten ungiiltigen Instanz, einem einzelnen Feld ohne Nachbarn aber
mit einer positiven Beschriftung.

Ist das isolierte Feld nicht vorgegeben, so entscheidet es ebenfalls nicht iiber die Kon-
sistenz, weil das Festsetzen seines Wertes auf eine Mine, die Funktion auf den anderen
Feldern — wie bereits iiberlegt — nicht beeinflusst. O

Wir haben nun gezeigt, dass Kanten von einer Mine und zu einem vorgegebenen Feld
und isolierte Felder entfernt werden konnen. Daraus folgt sofort:

Korollar 3.99 (Minen sind unnétig) Felder mit vorgegebenen Minen kinnen ohne
Informationsverlust aus einem MW-Graphen entfernt werden.

Wir haben jetzt bereits einige Vereinfachungen der MW-Graphen gefunden, die die
Konsistenz einer Instanz nicht beeinflussen. Daher kénnen diese Vereinfachungen eine
untere Schranke der Komplexitidt nicht iiberschreiten. Der Beweis dieser Schranke —
der Vollsténdigkeit in NP — fiir MWG ist mit der folgenden Reduktionskette beliebiger
Probleme NP 5 L < (CNF)SAT < MWP = MW2 < MWG sehr schnell gelun-
gen. Es liefert also bereits die Reduktion von SAT-MWP-Instanzen auf MWG dessen
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Literale

Klausel: ¢ (11 V... Vy,) =1

Abbildung 3.3: Einfaches Konzept fiir SAT < MWG

Schwierigkeit. Durch einen direkteren Beweis und unter Beachtung des gefundenen Ein-
sparungspotentials kénnen wir nun aber kleinere Klassen von Graphen angeben, die
bereits NP-vollstandig sind.

Lemma 3.100 (SAT < MW Geinfach lokal sternformig)  Die Reduktion von SAT auf
MWG bendtigt nur lokal sternférmige Graphen ohne Schlingen, parallelen und ge-
genldufigen Kanten.

Beweis Gegeben eine Formel F' mit ¢ Vorkommen von s verschiedenen Varia-
blen in m Klauseln. Wir geben einen einfachen MW-Graphen mit lauter sternférmigen
Knoten an, der genau dann eine konsistente Minenverteilung hat, wenn F' eine erfiillende
Belegung hat.

Dazu benétigen wir zwar keine Informationsleitungen und Kreuzungen mehr, wie in
MWP, aber die Negation und die Auswertung jeder Klausel zu 1. Die Negation, also
die Bereitstellung aller moglicher Literale, garantieren uns je drei Knoten pro Variable:
x «— 1 — Z. Wegen Lemma [3.97 sind alle Knoten sternférmig.

Fiir eine Klausel y; V. . .Vy, mit n Literalen benotigen wir ein Feld z, dass mit x (2) = n
beschriftet ist und als einfache Nachbarn die entsprechenden Literale und genau n — 1
,Dummy“-Felder hat. Diese funktionieren nach dem , Reise nach Jerusalem“-Prinzip:
Jedes der Literale kann eine Mine enthalten, wenn aber jedes versucht diese los zu
werden, bleibt eines iiber. Es gilt daher ¢ (y; V... Vy,) = 1.

Dieses Konzept ist in Abbildung auf Seite dargestellt. Der Graph ist offen-
sichtlich einfach und auflerdem lokal sternformig. Er enthilt ag = 3s + ¢ Knoten und
a1 = 25 + 2¢c — m Kanten und ist daher in polynomieller Zeit generierbar. |

Es fallt sofort auf, dass die durch den eben gefithrten Beweis generierten Graphen,
zwar einfach und klein sind, dafiir aber Knoten mit hohen Hin- und Weggraden enhalten
konnen. Bei dem Umweg iiber MWP sind diese zumindest mit 8 beschriankt. Es wird
sich aber zeigen, dass diese Schranke deutlich verkleinert werden kann.

9Sternformige Knoten sind offensichtlich nicht zu gegenliufigen Kanten inzident.
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Abbildung 3.4: ODER-Verkniipfung fir MWG

Lemma 3.101 (Informationsreplikation) Die Information, ob ein gegebenes unbe-
stimmtes Feld in einer konsistenten Minenverteilung eine Mine enthélt, kann beliebig
oft unter Finhaltung der Schranken

Vee F:d"(z) <2Ad (z) <3
ausgewertet werden.

Beweis B.I01] Wir kehren einfach wieder zum Konzept der Informationsleitung
zuriick und sehen, dass hierbei jeder Knoten genau zwei inzidente Kanten hat:

=~ 11—z« 1—x—- -

Jeder Knoten y € {z,z} darf also noch Nachbar eines weiteren Feldes sein, ohne die
Schranke d~ (y) < 3 zu iiberschreiten. O

Lemma 3.102 (ODER-Verkniipfung) Die Disjunktion zweier Felder kann auf ei-
nem MW-Graphen unter Finhaltung der Schranken

Vee F:d"(z) <4nd (z) <3
umgesetzt werden.

Beweis B.102 Der in Abbildung B4l auf Seite angegebene Teilgraph zeigt die
MWP-Konfiguration aus Lemma 2.23 nach Anwendung der erarbeiteten Vereinfachun-
gen. Dieser leistet das gewiinschte und respektiert die Schranken. O

Da die Konzepte aus den Lemmata B I0Tund B. 102 auch einfache und lokal sternformi-
ge Graphen garantieren, folgt sofort:

Korollar 3.103 (SAT < MWGeinfach,lokal sternfﬁrmig,d+§4,d—§3) Die Reduktion von
SAT auf MWG bendtigt nur lokal sternformige Graphen ohne Schlingen, parallelen und
gegenlaufigen Kanten, deren Weggrade mit d* < 4 und deren Hingrade mit d- < 3
beschrdnkt sind.
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Eine weitere Eigenschaft kommt durch das lustrieren der bisher verwendeten Kon-
zepte in Frage: Ist auch die Einschrénkung auf ebené®@ Graphen noch ohne Verlust der
NP-Vollstéandigkeit machbar?

Die Frage kann mit einem schon von Kaye in [§] verwendeten Konzept fiir planare
Schaltkreise bejaht werden. Hierbei macht man sich die absolute Symmetrie von logi-
scher Aquivalenz («) oder Antivalenz (+) zu nutze. Diese sind durch die folgenden
Verkniipfungstafeln gegeben:

T Yy Ty r Yy rx+vy
0 0 1 0 0 0
01 0 0 1 1
10 0 10 1
1 1 1 11 0

Wir sehen sofort, dass genau alle Zeilen mit einem oder drei bzw. keinem oder zwei
Werten 1 verwendet werden. Daher gilt stets, dass die entsprechende Verkniipfung zweier
beliebiger Spalten die dritte ergibt:

(rey or=y (x+y) tz=y
(zey) oy=2 (z+y)+y=x

Zur Umsetzung erinnern wir uns an die Beobachtung, dass die konsistenten Belegun-
gen der ODER-Verkniipfung (sieche Beweis 23] die logische Aquivalenz im Hilfsfeld u
ergeben hat. Auflerdem gilt natiirlich z < y = = < y. Wir wollen aber das folgende
Konzept nicht vergessen, weil wir es in Abschnitt B34 noch verwenden werden:

Bemerkung 3.104 (variable Explosivitit) Die absolute Symmetrie der logischen
Aquivalenz liefert eine einfache Umsetzung auf MW-Graphen, wenn uns ein Feld mit
variabler Explosivitdt ,1 oder 3“ zur Verfiigung steht. Die Losung ist in Abbildung
auf Seite[07 fir allgemeine und eindeutige Graphen dargestellt.

Da die angefiihrten Teilgraphen aber einen Knoten mit Weggrad d* = 5 haben, greifen
wir doch auf die adaptierte ODER-Losung zuriick, die aber bei genauer Betrachtung auch
nur eine ,variable Explosivitat® in der Summe der beiden Felder mit dem Wert 2 zur
Verfiigung stellt, und erhalten:

Satz 3.105 (SAT < 1VIVV(}einfach,lokal sternfﬁrmig,eben7d+§4,d*§3,a§2) Die  Reduktion
von SAT auf MWG bendtigt nur ebene, lokal sternférmige Graphen ohne Schlingen,
parallelen und gegenldufigen Kanten, deren Weggrade mit d* < 4 und deren Hingrade
mit d— < 3 beschrdnkt sind. Auflerdem ist die Umgebungsgefahr aller Felder x in einer
konsistenten Belegung mit o (x) < 2 beschrankt.

Beweis Da die aktuellen ODER-Graphen und Informationsleitungen eben —
oder zumindest planar — sind, fehlt nur noch die Angabe einer ebenen Kreuzung um die
Anordnung der Knoten in der Ebene wie bei MWP (siehe Abbildung auf Seite B3)

10Djie Eigenschaft planar kann durch die Aquivalenz zu einem ebenen Graphen fiir MWG sofort durch
die stérkere Eigenschaft eben ersetzt werden.
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i=a oy (WO

Abbildung 3.5: Logische Aquivalenz durch variable Explosivitét

zu ermoglichen. Das Konzept ist vollstdndig erkliart. Wir geben die ebene Kreuzung der
Vollstandigkeit halber in Abbildung auf Seite 6§ an.

Die Beschriankung der Umgebungsgefahr ist leicht einzusehen, weil in allen bisher vor-
gestellten Konzepten vorgegebene Felder die Forderung o < 2 erfiillen und unbestimmte
Felder keine Nachbarn haben. Daher haben konsistente Belegungen dieser Graphen auf
den zunéchst unbestimmten Feldern einen der Werte 0 oder oco. O

Korollar 3.106 (MWGeinfach,lokal sternf..eben,d+<4,d-<3,0<2 € NP—Vollstandlg) Das
Problem MWG ist bereits schwierig fiir MW-Graphen mit den angegebenen Eigenschaf-
ten.

Aus Beweis [B.108 sehen wir, dass die aus SAT konstruierten Graphen sogar die Eigen-
schaft haben, dass alle Felder mit 1, 2 oder ? beschriftet sind. Zeugen fiir die Konsistenz
konnen ausschliellich unter den zweistelligen Belegungen

¢: F\D — {0,00}

gefunden werden.

In gewisser Weise sind diese MWG-Instanzen also als Erfiillbarkeitsproblem fiir aus-
sagenlogische Formeln interpretierbar. Diese Formeln sind eine Konjunktion 2-, 3- und
4-stelliger Operationen™, welche die Forderung ,genau 1¢ bzw. ,genau 2 wiedergeben.
In einer solchen Formel kommt auflerdem keine Variable ofter als drei Mal vor.

Einfache Beispiele

Nach einigen VorstoBlen Richtung unterer Grenze der NP-Vollstandigkeit suchen wir
nun MW-Graphen, die einfach zu l6sen sind. Finfach bedeutet hierbei deterministische
polynomielle Laufzeit oder mindestens eine Typ-2-Grammatik. Weil der Zusammenhang

1Dje Stelligkeit wird genau durch den Weggrad d* angegeben.
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Abbildung 3.6: Ebene Kreuzung fiir MWG

zwischen der Laufzeitklasse P und der Chomsky-Hierachie nicht klar ist, werden wir
immer beide Zugehorigkeiten argumentieren.

Wir werden uns in diesem Abschnitt zwei wesentlichen Einschriankungen widmen, die
uns bei den bisherigen Betrachtungen aufgefallen sind:

e Der ODER-Graph enthilt einen Knoten mit Grad d* = 4.
e Die Komplexitit in SAT entsteht durch mehrfaches Auftreten gleicher Variablen.

Letztere fithrt nicht-planaren MW-Graphen oder zu planaren, deren Kanten die reelle
Ebene R? in mehrere disjunkte Mengen teilen. Wir werden sehen, dass Bédume (und
Wailder) als MW-Graphen und solche mit sehr geringen Knotengraden (d < 2) einfache
Grammatiken oder kleine Laufzeiten haben — vorausgesetzt man wendet einen auf die
Klasse zugeschnittenen Algorithmus an.

Zunéchst betrachten wir endliche ungerichtete Graphen, deren Knoten jeweils nur mit
maximal zwei (ungerichteten) Kanten inzident sind:

Lemma 3.107 (eindimensionale Graphen) Zusammenhangskomponenten endli-
cher ungerichteter Graphen mit beschrinkten Knotengraden d < 2 sind kreuzungsfreie
Kantenfolgen. Wir nennen sie daher eindimensional.

Beweis B.101 Eine solche Komponente ist zusammenhéngend und ungerichtet, es
gibt also eine Kantenfolge von jedem Knoten zu jedem anderen. Wir unterscheiden nach
Knotengraden: Wenn es einen Knoten x mit d (x) = 0, so ist dies der einzige, da sonst
E(z,V\ x) =0 leer wire.
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Wenn es einen Knoten = mit d (z) = 1 gibt, erreichen wir von ihm aus genau einen
Knoten y, der entweder Grad d(y) = 1 hat, oder wieder zu einem eindeutigen weite-
ren Knoten benachbart ist. Diese Folge muss irgendwann in einen Knoten mit Grad
d(y) = 1 enden, weil V' endlich ist und alle Kanten der bereits besuchten Knoten schon
,verwendet wurden.

Wenn es nur Knoten z mit Grad d(z) = 2 gibt, so durchlaufen wir alle Knoten
nach obiger Vorgehensweise und Argumentation von einem Startknoten aus mit einer
seiner beiden Kanten beginnend genau einmal bevor wir zum Startknoten — und keinem
anderen — zuriickkehren. In jedem Fall erhalten wir also eine kreuzungsfreie Kantenfolge,
die auch ein Zyklus — also geschlossen — sein kann. O

Im Wesentlichen bedeutet dies, dass wir es hier mit einer kleinen Verscharfung von
MW1 zu tun haben: Wir betrachten einerseits auch geschlossene MW-Zeichenfolgen,
deren erstes und letztes Zeichen benachbart sind, und andererseits mehrere solcher Zu-
sammenhangskomponenten gleichzeitig.

Lemma 3.108 (RA fiir spezielle MWGq4<2) Der RA
00«(o+e) +o00((e+2+10x 1) co)(e +2+ 10« 1)o +

+ (e 4+ 0x 1) 0o ((€ +2 4 10« 1) copx (e + 10%)e

erzeugt bis auf Isomorphie der Graphen eine Interpretation aller konsistenter, voll-
standig vorgegebener, zusammenhdngender, eindimensionaler MW-Graphen.

Beweis Zunichst benotigen wir eine bijektive, polynomiell berechenbare In-
terpretation fiir eindimensionale MW-Graphen. Wegen Lemma [B.I07 miissen wir nur
die Werte der Knoten entlang einer Kantenfolge notieren. Das Alphabet ist also X =
{0,1,2,00}. Wir gehen davon aus, dass der Graph in einer 2TM vorliegt, weil die jeweils
mit 2 beschrinkte Zahl der Kanten und die Umgebungsgefahr in je einem Zeichen co-
diert werden kann. Der Algorithmus mit Laufzeitschranken ist in Tabelle B4l auf Seite [Z0]
angegeben und kann in linearer Zeit ausgefiihrt werden.

Es fehlt die Korrektheit des RA: Die Ausdriicke, die auf @ enden, sind genau jene fiir
MW-Zeichenfolgen und somit richtig. Ein Zyklus endet auf o und beginnt in unserer In-
terpretation immer mit einer Mine, falls er eine enthélt. Die néchsten beiden Ausdriicke
geben nun genau die weiteren Minen jeweils mit den dazwischenliegenden Feldern sowie
die moglichen Felder zwischen letzter und erster Mine wieder. Diese Ausdriicke ent-
sprechen ebenfalls den Teilausdriicken der MW-Zeichenfolgen. Das Wiederherstellen des
urspriinglichen Graphen bis auf Isomorphie ist einfach. O

Satz 3.109 (EA fiir MWGungerichtet d<2) ES existieren eine Interpretation bis auf
Isomorphie und ein EA, die MW Gypgerichtet,d<2 l0sen.

Beweis Klarerweise kénnen die einzelnen Zusammenhangskomponenten des
Graphen durch Aneinanderfiigen mehrerer Interpretationen aus Lemma angege-
ben werden. Die Reihenfolge ist hierbei wegen der Isomorphietoleranz irrelevant. Dieses
Verketten eines oder mehrerer kann auch im RA umgesetzt werden.
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| Befehl mit Laufzeit O (f («)) | /() |
Teste die Syntax (MW-Graph, d <2, k: V — {0,1,2,00}) ol
Suche ein Feld z mit Knotengrad 1 entlang der F,-Achse. Markiere es |
als Startfeld — wenn kein solches gefunden, dann eines mit Mine, sonst
ein beliebiges.

Notiere seinen Wert in der Ausgabe o
Gehe in F,-Richtung zur ersten Kante (Adjazenzeintrag ungleich 0) Qo
Falls es keine gibt handelt es sich nicht um einen Zyklus: notiere ein e %)
am Ende der Ausgabe.
Entferne in F,-Richtung alle (maximal eine weitere) Kanten, weil das |
Feld vom Nachfolger aus nicht mehr besucht werden darf.

Suche das Feld auf der F,-Achse durch eine Diagonalquerung. a
Falls es das Startfeld ist, notiere ein o am Ende der Ausgabe. Qo
Sonst fahre mit ,,Notiere seinen Wert. .. “ fort.

Die Gesamtlaufzeit liegt in O (n) = O (a?), weil jeder der mehrfach | o

ausgefithrten Befehle genau fiir alle Knoten einmal vorkommt.

Tabelle 3.4: Algorithmus zu Interpretation eindimensionaler MW-Graphen

Die Eigenschaft ,vollstindig vorgegeben* aus dem selben Lemma kénnen wir analog
zu Vorgehensweise bei MW1 durch optionales Ersetzen jedes Zeichens mit einem Fra-
gezeichen (7) umgehen (siehe Beweis B3H]). Natiirlich gibt es fiir diesen endgiiltigen RA
dann einen EA. Allerdings schlagt die Anforderung an die Interpretation moéglichst mit
Minenen zu beginnen im Algorithmus fehl, wenn eine Zusammenhangskomponente keine
Minen (oco0) aber Fragezeichen (?) enthélt:

Da die Interpretation deterministisch berechenbar sein muss, kénnen wir nur imple-
mentieren, dass der Algorithmus die Zeichenfolge mit dem ersten gefundenen 7 beginnt,
falls er keine Mine (00) findet. Wir konnen aber verlangen, dass diese Wahl nicht auf
ein anderes als das Erste gegebenenfalls aufeinanderfolgender Fragezeichen trifft, ohne
die lineare Laufzeit zu gefdhrden, indem wir riickwérts das erste andere Zeichen suchen
und dessen Nachfolger heranziehen. Unser RA deckt nun bereits die Félle ab, in denen
ein Zeuge der Komponente keine Mine enthélt und in denen dieses erste 7 als Mine
interpretiert wird. Es fehlen folgende Fille, die wir gleich reparieren:

e Das Fragezeichen steht fiir den Wert 2 in co200: Da im Ausdruck keine Minen (00)
vorkommen stehen an dieser Stelle mindesten drei aufeinanderfolgende Fragezei-
chen (777) und wir haben nicht mit dem mittleren begonnen.

e Das Fragezeichen steht fiir einen der Werte aus 10x1: Wie im vorigen Fall argu-
mentiert kann nicht der erste Wert 1 betroffen sein. Wir ergéinzen den RA mit:

co (e (043 (147))7 ((e + 2 4+ (147) (047 (147)) 7 (147) (047 )k 0 + . ..

Falls im ersten Klammerausdruck das Leerwort ¢ verwendet wird, stehen die beiden
Fragezeichen 77 fiir 100, ansonsten wird das Erste als 0 interpretiert. Die Konsistenz ist
jetzt mit einem EA auf der Interpretation iiberpriifbar. O
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Obwohl ein entsprechender Algorithmus problemlos auch direkt angegeben werden
kann, liefert dieser Satz mit den Laufzeiten aus Tabelle B4l auf Seite [Z0 sofort:

Korollar 3.110 (MW Gungerichtet.d<2 € P) MWG ist einfach fir ungerichtete Gra-
phen mit beschrinktem Grad d < 2. Die Laufzeit ist linear.

Mit ein paar einfachen Uberlegungen sehen wir, dass es auch nicht schwieriger sein
kann gerichtete und sogar gemischte eindimensionale Graphen zu betrachten:

Satz 3.111 (MWGq<2 € P) MWG ist einfach fir gemischte Graphen mit beschrink-
tem Grad d < 2.

Beweis B 111 Aus den bereits angestellten Uberlegungen folgt sofort, dass die Syntax
auch fiir gemischte eindimensionale Graphen linear ist. In der Interpretation geben wir
nun jeweils gemeinsam mit dem Wert des Knotens die Richtung der weiterfithrenden
Kante ({0,1,2,00} x {«,—,«>}) an. Weiters denken wir zuriick an den EA fiir MW-
Zeichenfolgen, dessen Zusténde die erlaubten Folgewerte angegeben haben (BeweisB.30):

Analog kénnen wir uns hier die entsprechenden Einschrinkungen iiberlegen. Exem-
plarisch geben wir an, dass auf (oo, <) eines der Zeichen™

{(T’ *> ’ (OO’ *) ) (2’ _>) ) (27 H)} %l (2, <—)
und auf (0o, —) eines der Zeichen

{(0,%), (00,%), (L, =), (L, =)} 2 {(2,%)}

folgen darf. Der EA wird zwar deutlich komplizierter — auch deshalb, weil er sich das ers-
te Zeichen durch disjunkte Teilautomaten mit unterschiedlichen Endzustdnden merken
muss — aber es bleibt fiir gemischte MW-Graphen bei der linearen Laufzeit. O

Bei Baumen gehen wir wie bei den eindimensionalen Graphen vor: Zunéchst iiberlegen
wir uns eine Darstellung fiir ungerichtete Bdume, dann betrachten wir die Zeugen auf
diesen. Zum Schluss verallgemeinern wir die Ergebnisse auf beliebige Konfigurationen
und gemischte Graphen.

Wir kénnen bei Bdumen nicht mehr mit einer eindeutigen Kantenfolge ohne Verzwei-
gungen rechnen und die Nachbarn eines Knotens miissen einerseits unmittelbar hinter-
einander abgefragt werden um die Umgebungsgefahr zu verifizieren, andererseits wird
ihr Wert jeweils gefragt, wenn wir deren Nachbarn betrachten.

Da wir die Umgebungsgefahr nicht mehr beschranken konnen, ist keine Darstellung
in einem Zeichen mehr mdoglich und es scheint klar, dass unser Computer zum Losen
des Problems nicht ohne Speicher auskommt. Aus diesem Grund streben wir auch fiir
die reine Darstellung eines Baumes keinen RA an, sondern geben uns mit einer einfach
verstéandlichen Typ-2-Grammatik zufrieden.

Lemma 3.112 (Biume sind zyklenfrei) Ein ungerichteter Baum hat keinen Zyklus
und es gibt von jedem zu jedem Knoten genau eine kreuzungsfreie Kantenfolge.

12Das Sternchen (x) steht hierbei fiir alle Moglichkeiten.
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Beweis Baume sind minimal zusammenhéngende Graphen. Daraus folgt im
ungerichteten Fall sofort, dass eine Kantenfolge von jedem zu jedem Knoten existiert.
Angenommen der Graph hétte einen Zyklus, so konnte eine beliebige Kante aus diesem
entfernt werden ohne den Zusammenhang zu storen.

Angenommen es gébe fiir ein Knotenpaar zwei (oder mehr) Kantenfolgen zueinander,
so gibt es einen Zyklus auf dem die beiden Knoten liegen, an denen sich diese Kanten-
folgen trennen und wieder kreuzen. Damit sind alle Aussagen bewiesen. ]

Lemma 3.113 (Typ-2-Grammatik fiir MW-Béaume) Die kontextfreie Grammatik

G:= ( Y:={0,1,00,4,—},[''={T,V,E,N} R, [:=T) mit
R={ T—-V, T—-VE,

E—+T—-, E—+T-FE,

V-0, V-—-o00 V-—->N,

N—1, N —1N}

erzeugt bis auf Isomorphie der Graphen eine Interpretation aller vollstindig vorgegebe-
ner, ungerichteter MW-Bdume.

Beweis Zunéchst halten wir als Folgerung von Lemma [B.I12] fest, dass Baume
rekursiv aufgebaut sind: Wenn wir einen beliebigen Knoten x wéhlen, so hat dieser
zu jedem anderen Knoten genau eine kreuzungsfreie Kantenfolge. Dasselbe gilt auch
fiir seine Nachbarknoten. Wenn wir also die d (z) Kanten von x enfernen, erhalten wir
d(z) + 1 disjunkte Baume, die zusammen den urspriinglichen Graphen ergeben. Diese
. Tiefensuche“ endet in einzelnen Knoten™, weil der Baum keinen Zyklus hat und endlich
ist.

Wegen der Isomorphietoleranz ist es auch egal, welchen Knoten wir als Startkno-
ten wiahlen und in welcher Reihenfolge wir seine Kanten abarbeiten. Wir interpretie-
ren die Nonterminalsymbole I" wie folgt: T'... Baum, V... Knoten, E... Kanten und
N...natirliche Zahl. Die Regeln besagen nun, dass ein Baum ein einzelner Knoten oder
ein Knoten mit Kanten ist. Kanten eines Knotens sind eine Kante, an der ein Baum
héngt, und optional weitere Kanten. Ein Knoten ist mit 0, co oder einer natiirlichen
Zahl beschriftet. Letztere besteht aus einer positiven Anzahl Einser 1.

Die Grammatik beschreibt also genau die MW-Béume. Diese Interpretation ist bijek-
tiv, weil wir nach jedem Knoten angeben, ob es eine neue Kante gibt, die wir durchlaufen
(+), oder ob wir zum Vorgéngerknoten zuriickkehren (—). Auf unserer 2TM (Béume sind
offensichtlich eindeutig) gehen wir entlang einer Kantenfolge — analog zum eindimensio-
nalen Fall — durch iteratives Suchen einer Kante und Auffinden des Knotens auf der
Fo-Achse mit einer Diagonalquerung.

Wenn wir wieder alle anderen ankommenden Kanten entfernen, konnen wir diese
Kantenfolge auch wieder zuriickgehen um eine weitere Kante eines Knotens zu finden.
Insgesamt ist die Laufzeit wie im eindimensionalen Fall linear. Das Wiederherstellen
eines isomorphen Graphen ist einfach. O

I3Djiese letzten Knoten nennt man Blditter, den Startknoten Wurzel und einen Baum mit einem derart
ausgezeichneten Knoten Wurzelbaum.
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(k) [ p(z) =0 [ p(x)=1 |
0 notiere ,,+“ als Knotentrenn- | gefundene Inkonsistenz
zeichen im Speicher
1 notiere ,+1“ im Speicher notiere ,,+* im Speicher: dadurch haben
wir 1 vom neuen Knoten abgezogen
00 ersetze den letzten Wert 1 aus | notiere ,,+00“ im Speicher
dem Speicher mit ,,4+00“: in-
konsistent, falls er nicht 1 ist

Tabelle 3.5: Informationsaustausch an einer Kante eines MW-Baumes

Wir haben jetzt alle vollstindig angegebenen MW-Baume dargestellt und miissen
noch die konsistenten Zeugen herausfiltern. Hierzu werden wir aber nur die Fxistenz
einer kontextfreien Grammatik zeigen, indem wir die Zeugen auf einem DKA testen:

Satz 3.114 (DKA fiir Zeugen auf ungerichteten MW-Biumen) Zeugen auf un-
gerichteten MW-Bdumen kénnen mit einem deterministischen KA dberprift werden.

Beweis B.114] Wir erinnern uns, dass eine einfache Fallunterscheidung in den
Zusténden codiert werden kann und daher keinen Platz am Kellerspeicher benétigt.
Uber eine Kante geht aber auch nicht mehr Information als der Minenindikator y, dieser
aber fiir beide inzidenten Knoten.

Unser KA notiert zunéchst den ersten Knoten z (0, £ € N, co) im Kellerspeicher und
merkt sich, ob er eine Mine enthélt. Beim Einlesen einer Kante + liest er zusétzlich noch
das erste Zeichen des neuen Knoten y und merkt es sich. Die weitere Aktion héngt von
den gemerkten Informationen ab und ist in Tabelle auf Seite [[3] angegeben.

Jetzt ist der Informationsaustausch zwischen den beiden Knoten abgeschlossen. Au-
Berdem ist die Information, ob der erste Knoten eine Mine enthélt nach wie vor im
Kellerspeicher, sodass wir sie beim Zuriickkehren wieder auslesen kénnen. Wir schrei-
ben gegebenenfalls die weiteren Einser 1 des neuen Knoten in den Speicher und merken
uns statt der alten Information, ob der neue Knoten eine Mine enthélt. Die rekursive
Vorgehensweise in die Tiefe ist damit erklart.

Wenn der KA eine Kante (—) liest, die zuriick fiithrt, miissen alle Minen des betrach-
teten Knotens gefunden sein. Daher steht am Ende des Speichers ,,+00“ oder ,,+* (der
Wert 0 ist durch fehlende Zeichen 1 oder oo zwischen zwei Knotentrennzeichen gekenn-
zeichnet), wenn die Belegung konsistent ist. Wir kénnen diese Zeichen entfernen und
erneut abfragen, ob der alte Knoten eine Mine war um diese Information fiir eine weite-
re Kante zu verwenden. a

Wenn wir nun als Knotenbeschriftung auch das Fragezeichen (7) zulassen, miissen wir
einfach einen Wert raten, den wir im Kellerspeicher ablegen. Von diesem Wert miissen
wir nur wissen, dass er beschrankt ist: Es miissen nicht alle Berechnungsméglichkeiten
halten. Es folgt sofort:

Korollar 3.115 (MW Gungerichtet, Baum € NKA) MW auf ungerichteten Béumen
kann mit einem nicht-deterministischen KA gelost werden.
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Wir wissen natiirlich sogar, dass die Umgebungsgefahr eines Knotens x eines eindeu-
tigen Graphen mit d () < «ag beschréankt ist. Der KA kann diese Schranke zwar nicht
umsetzen, aber wir halten ihn nach der entsprechenden Laufzeit an, falls kein Zeuge
gefunden wurde.

Satz 3.116 (MWGgaum € NKA) MW auf gemischten Biumen kann mit einem
nicht-deterministischen KA gelost werden.

Beweis Wir gehen analog zum Fall der eindimensionalen Graphen vor: In der
Interpretation sei(en) die Richtung(en) der Kante jeweils im ersten Zeichen eines neuen
Knoten codiert. Tabelle auf Seite wird dadurch ein wenig umfangreicher, aber
nicht komplizierter. Die Vorgehensweise ist klar. O

Korollar 3.117 (MWGgaum € L2) FEs gibt eine Interpretation beliebiger konsistenter
MW-Bdume und eine kontextfreie Grammatik, die diese beschreibt.

3.3.4 Weitere Reduktionen

Als vorldufigen Abschluss der Betrachtungen von MWG werden wir fiir einige NP-
vollstdndige Probleme zeigen, dass sie einfach und anschaulich auf MWG reduzierbar
sind. Nach der Definition des jeweiligen Problems folgt immer die informelle Beschrei-
bung einer moglichen Darstellung am Computer, woraus sofort die Zugehorigkeit zu NP
mit Hilfe einer polynomiellen Vorhersagerelation folgt.

Anschliefend beweisen oder argumentieren wir jeweils die Vollstandigkeit in NP durch
die Reduktion eines bekannten NP-vollstandigen Problems. Die Reduktion auf MWG ist
meistens leicht versténdlich und am besten anhand einer Skizze erklart.

Problem 3.118 (kSAT) Jede Instanz von (CNF)SAT, deren Klauseln nicht mehr als
k € N Literale enthalten, ist eine Instanz von kSAT. Die Fragestellung ist gleich.

Offensichtlich ist jede Instanz von kSAT eine Instanz von nSAT fiir alle n > k und von
SAT. Damit ist einerseits die Darstellung geklédrt und andererseits stellt sich die Frage
nach dem kleinsten £, sodass kSAT schwierig — also NP-vollstédndig — ist. Ohne Beweis
wollen wir festhalten, dass 2SAT in P liegt.

Satz 3.119 (SAT < 3SAT) Jede Instanz von SAT kann in eine Instanz von 3SAT
tibergefiihrt werden, sodass immer beide oder keine von beiden erfiillbar sind.

Beweis [B.119] Es geniigt zu zeigen, dass eine Klausel C' = y; V ...V y, mit einer
beliebigen Anzahl Literale in eine Formel F' in 3-CNF mit polynomiellen Schranken
umgewandelt werden kann. Wir definieren mit nur n neuen Variablen zq, ..., z,:

Fi=(uyVZ)AN(z1VYyaVZ)A ... A(Zn1 VYn V Zn) A 2Zp.

Angenommen es existiert in der urspriinglichen Belegung ein 1 < i < n mit ¢ (y;) = 1,
so konnen wir diese erfiillend fortsetzen, indem wir ¢ (z;) := 0 festlegen genau dann,
wenn j < ¢ gilt.
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Angenommen es existiert eine erfiillende Belegung auf {y;,...,yn, 21,. .., 2n}, so kann
¢ (C') = 0 nicht gelten: Wegen ¢ (y;) = 0 folgte ¢ (z1) = 0. Ebenso kénnten wir ¢ (z2) =
... = ¢ (z,) = 0 folgern mit Widerspruch zu ¢ (F') = 1. O

3SAT kann auf MW-Graphen wie SAT dargestellt werden. Dabei ergibt sich fiir das
Konzept aus Beweis bereits eine Schranke fiir die Weggrade und Knotenbeschrif-
tungen. Diese fithren zu kleinen Graphen, konnen aber mit den Schranken d™ < 4 und
o < 2 aus Satz nicht mithalten. Auch fiir die folgenden Beweise in denen SAT
auf andere Probleme reduziert wird, ist es nicht notwendig auf eine Beschrankung der
Klausellange zu bestehen.

Wir haben sogar bereits argumentiert, das auch beliebige SAT-Instanzen zugelassen
werden konnen, weil der ODER-Graph Felder mit der Konjunktion und Aquivalenz
seiner ,Eingaben“ enthélt. Die Anordnung — wie sie bei MWP zu beachten war — ist bei
allgemeinen Graphen kein Thema.

Problem 3.120 (CLIQUE) Gegeben ein endlicher, einfacher, ungerichteter Graph
G=(WVA) (V=ay A: V? =2 AT = A, Vi € ag : A(i,i) = 0) und eine natiirliche
Zahl k € N. Gibt es eine eine k-elementige Teilmenge U C'V der Knoten mit |U| = k,
sodass die Knoten aus U paarweise benachbart sind?

VeyeU:z#y— A(r,y) =1

Eine solche Teilmenge nennt man CLIQUE. Die Darstellung ist auf einer 2TM leicht
moglich. Ein Zeuge sei die Markierung der Knoten aus U entlang einer Achse: Wir
markieren jeweils die ganze Spalte und stellen zeilenweise fiir die gleichen Knoten (Dia-
gonalquerung!) fest, ob alle Kreuzungen mit markierten Spalten den Wert 1 enthalten.

Satz 3.121 (SAT < CLIQUE) Mit CLIQUE kann SAT geldost werden.

Beweis B.121] Gegeben eine Formel ' = Cy A ... A C,,, m € N mit Klauseln
Ci=wvi V...V, =i v...v:::fZ, 1<i<m, n; € N*, g; €2mit g;; =0, wenn
Yi; = Ti;, und g;; = 1, wenn y;. = ;.

Wir definieren den folgenden einfachen ungerichteten Graphen, der einen Knoten fiir
jedes Vorkommen einer Variable ¢ := 7", n; enthélt. Kanten definieren wir fiir Literale

aus verschiedenen Klauseln, die nicht die Negation voneinander sind:

Vo= {o, i 1<i<m, 1< <nyj
A vV = 2
(v00) {1 falls i # kA (i, # 2, V g3, = gi)
b 0 sonst

Dieser Graph ist offensichtlich symmetrisch. Er hat eine CLIQUE der Gréfle m ge-
nau denn, wenn F' erfiillbar ist: In einer CLIQUE sind weder gleichzeitig zwei Literale
aus einer Klausel, noch gleichzeitig ein Literal und sein Komplement, wegen der Groéfle
m aber immer ein Literal aus jeder Klausel. Wir finden also leicht fiir jede erfiillende
Belegung eine CLIQUE und umgekehrt. O
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Problem 3.122 (VC) Gegeben ein endlicher, einfacher, ungerichteter Graph G =
(VAY (V = g, A: V2 — 2, AT = A Vi € ap : A(i,i) = 0) und eine natiirliche
Zahl k € N. Gibt es eine eine k-elementige Teilmenge U C V' der Knoten mit |U| = k,
sodass mit jeder Kante zumindest einer threr inzidenten Knoten in U liegt?

Ve,yeV:iA(y)=1—(xeUVyel)

Eine solche Teilmenge nennt man ,, Vertex Cover“. Die Darstellung ist auf einer 2TM
leicht moglich. Ein Zeuge sei die Markierung der Knoten aus U entlang einer Achse: Wir
markieren jeweils die ganze Spalte und fiir die gleichen Knoten (Diagonalquerung!) auch
die Zeilen. Jeder Wert 1 muss jetzt markiert sein.

Satz 3.123 (CLIQUE = VC) CLIQUE und VC konnen bijektiv ineinander ber-
gefiihrt werden.

Beweis[B.123 Fiir den Graphen G = (V, A) einer CLIQUE-Instanz mit einem Zeugen
U CV mit |U| =k gilt: V\ U ist ein VC der GroBle oy — k fiir den Graphen G’ =
(V,1— A—E,,). E,, bezeichne die o X ag-Einheitsmatrix, G’ nennt man Komplement
von G. Die Komplementbildung ist fiir Graphen selbstinvers und die Aussage gilt auch
in die andere Richtung.

Da im Komplement keine Kante zwischen zwei beliebigen Knoten einer CLIQUE U
existiert, ist V' \ U wirklich ein VC. Umgekehrt gilt fiir ein VC U, dass keine Kanten
zwischen beliebigen Knoten aus V' \ U verlaufen diirfen. Daher ist diese Menge eine
CLIQUE im Komplement. O

Satz 3.124 (VC < MWG eginfach,lokal sternfsrmig) VC kann mit einfachen, lokal stern-
formigen MW-Graphen gelost werden.

Beweis Gegeben ein endlicher, einfacher, ungerichteter Graph G = (V, A) und
eine natiirliche Zahl k € N. Wir wollen eine Konfiguration C = (F, N, D, k) angeben,
die genau dann konsistent ist, wenn G ein VC der Grofle £ hat.

Wir benétigen also im besten Fall auch eine Entsprechung der Zeugen und beginnen
daher mit einem unbestimmten Feld V C F fiir jeden Knoten in G mit V N'D = (). Diese
Felder sollen die charakteristische Funktion des VC U darstellen, miissen also genau &
Minen enthalten. Dariiber hinaus muss fiir je zwei benachbarte Knoten aus V' mindestens
eines der beiden Felder vermint sein.

Die Losung ist in Abbildung B auf Seite [0 angegeben. Die Aquivalenz der Instanzen
folgt aus der Interpretation besagter Minenindikatoren als charakteristische Funktion
zusammen mit den notwendigen und hinreichenden Einschrinkungen fiir diese Minen.
Die Konfiguration hat |F| = ag+2a; + 1 Felder und SN = ag+ 3a; explizit angegebene
einfache Nachbarschaften. x ist mit max {2, k} beschrinkt. O

Satz 3.125 (CLIQUE < MW Gueinfach lokal sternformig) CLIQUE kann mit einfachen,
lokal sternformigen MW-Graphen gelost werden.
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Abbildung 3.7: Reduktion von VC auf MWG
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Abbildung 3.8: Reduktion von CLIQUE auf MWG

Beweis Wir iibernehmen im Wesentlichen das Spielfeld aus Beweis B.124]
miissen aber die Einschrédnkung fiir eine CLIQUE umformulieren:

Ve,ye U : T #y — A(x,y) =1
sVr,yeV: (x#yANxeUAyelU) — A(z,y) =1
eVryeV: (@#yAA(y #1) —(@gUVvygl)

Die Losung ist in Abbildung B8 auf Seite [[7 angegeben. Die Aquivalenz der Instanzen
folgt aus der Interpretation besagter Minenindikatoren als charakteristische Funktion
zusammen mit den notwendigen und hinreichenden Einschrinkungen fiir diese Minen.
Die Konfiguration hat |F| = 2a2 — ap — 204 + 1 Felder und XN = 3a — 209 — 30y
explizit angegebene einfache Nachbarschaften. x ist mit max {1, k} beschrinkt. a

Da das Konzept der charakteristischen Funktion der Knotenmenge vorgegebener

Grofle bei den beiden Reduktionen von CLIQUE und VC auf MWG identisch ist, und sich
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die iiberpriifenden Kanten-Knoten-Kanten-Spangen nicht widersprechen, kann MWG
beide Fragestellungen fiir den selben Graphen synchron l6sen:

Bemerkung 3.126 (synchrone CLIQUE und VC) Ezistiert auf G mit ap = |V|
und oy := |E| eine k-elementige Knotenmenge, die gleichzeitig CLIQUE und VC
ist? Diese Frage entscheidet eine entsprechende Uberlagerung der Spielfelder aus Be-
weis [F.124) und (123 mit 208 — ag + 1 Feldern und 302 — 2cg Nachbarschaften.

Bemerkung 3.127 (CLIQUE = VC) Je nach der Dichte ay/ (a2 — ap) des gegebe-
nen einfachen ungerichteten Graphen kann das Verwenden des MW-Graphen von VC
fir CLIQUE und umgekehrt unter der Angabe von ag — k statt k einen kleineren MW-
Graphen ergeben. Das entspricht genau der Komplementbildung.

Problem 3.128 (3DM) Gegeben drei gleichmdchtige endliche Mengen X, Y und Z
mit k := |X| = |Y| = |Z| und eine dreistellige Relation R C X XY x Z auf diesen.
Ezistiert eine k-elementige Teilmenge U C R der Relation mit |U| = k, die jeden Wert
aus jeder Menge X, Y und Z in einem Tupel enthdlt?

Vee XjyeY,z€ Z: Juy,uy,u, €U 1 x=m (uy) Ny =ma (uy) Az =13 (uy)

Die Darstellung ist auf einer 3TM leicht moglich: Jede Achse stellt eine Menge dar,
der aufgespannte Wiirfel die Relation mit ¥ = 2. Die Syntax kann durch eine Querung
entlang der Raumdiagonale iiberpriift werden. Wenn ein Zeuge durch markierte Werte 1
der Relation angegeben wird, so muss in jeder X X Y-, X X Z- und Y x Z-Ebene genau
ein markierter Einser 1 stehen.

Satz 3.129 (SAT < 3DM) Mit 3DM kann SAT gelost werden.

Beweis Gegeben eine Formel F = C7 A ... A C,, mit s Variablen x1,...,z,.
Wir geben die erste Mengen der Grofle 2ms an, die jede Variable in beiden moglichen
Literalen fiir jede Klausel einmal enthélt: X := {xij, T, 1<i<s1<j< m}

Die anderen beiden Mengen enthalten zunéchst jede Klausel einmal:

YD{Cl,...7Om}CZ

Wir simulieren fiir jede Klausel die ,,Wahl“ eines ihrer Literale, das zu 1 ausgewertet
wird, mit den Tupeln der Relation

RD {(yij,C'j,Cj) 1<5<m, y; € {xi].,fij} kommt in C} UOT}.
Diese Wahl darf aber nie ein Literal und seine Negation gleichzeitig treffen. Mit
RO {(xiy,ai, b)), (Ziy, a3y, biy) o ooy (2, a0, 000 ) s (T s @,y b)) 0 1 <6< s}
kénnen wir das verhindern. Es entspricht einer zyklischen MW-Informationsleitung, weil
fiir jedes 1 <7 < s jedes a; und jedes b; ein z; oder ein z; bendtigen um in U C R getroffen

zu werden: Es bleiben entweder genau die Variablen oder ihre Negationen gleichzeitig
iiber um von einer Klausel gewahlt zu werden.
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Jetzt enthalten die Mengen Y und Z jeweils m+ms Elemente, die a; und b; definieren
jeweils eine Belegung auf den z; und die Cj} suchen ihre Auswertung zu 1. Falls F also
nicht erfiillbar ist, gibt es kein entsprechendes Matching. Wenn F' aber erfiillbar ist,
kénnen wir eine Untermenge U C R der Relation so angeben, dass alle a;;, b;; und C;

und genau m +ms der 2ms Literale getroffen werden. Diese konnen wir nun noch durch
die fehlenden Elemente in Y und Z abdecken:

RD {(xij,dr,dr>,(i’ij,dr,dr> 1<i<s5,1<5<m,1 grgms—m}.

Dadurch enthalten alle drei Mengen X, Y und Z jeweils 2ms Elemente. Fiir jedes
Matching gilt, dass die a und b fiir jede m-fache Ausfithrung einer Variable x synchron
alle x oder alle  abgedeckt werden. Jede Klausel deckt ein weiteres fiir sie bestimmtes
Literal ab und die ms — m ,Dummy“-Elemente d genau die fehlenden Literale. Die
Matchings entsprechen also eineindeutig den erfiillenden Belegungen. O

=9U > 4,hv=

chen, lokal sternférmigen MW-Graphen mit beschrinkten Hingraden d- < 3 und Kno-
tenbeschriftungen o < 1 geldst werden.

Beweis Gegeben drei gleichméchtige endliche Mengen X, Y und Z mit k :=
| X| = Y| = |Z| und eine dreistellige Relation R C X x Y x Z auf diesen mit m :=
|R|. Wie bei VC wollen wir wieder die charakteristische Funktion vom Zeugen U C R
darstellen. Das Tupel werden wir als Nachbarschaft zu den entsprechenden Elementen
der drei Mengen modellieren und die Bedingung, dass jedes Element in einem Tupel
vorkommen muss, durch die Werte 1 auf den entsprechenden Feldern.

Die Losung ist in Abbildung B9 auf Seite BO angegeben. Zu beweisen bleibt, dass jeder
konsistente Zeuge genau k Minen enthélt. Zu jedem Feld r € R fiihrt aber genau eine
Kante aus jeder der Mengen X, Y und Z. Aulerdem fiithren alle Kanten nach R, daher
gilt zum Beispiel

b= X k) = T o) = T TN @) ut) - %(%N(%r))u(r) - u.

Die Konfiguration hat |F| = 3k-+m Felder und XN = 3m explizit angegebene einfache
Nachbarschaften. o ist mit 1 beschrénkt. O

Problem 3.131 (KNAPSACKT™) Gegeben k + 1 natiirliche Zahlen a;, i € k und
b = ay, existiert eine Teilmenge U C k, sodass sich die entsprechenden Zahlen zu b
aufsummieren?

Z a; = b

iU
Die Funktion a : k 4+ 1 — N kann leicht auf einer 2TM mit Zahlen zu einer beliebigen
Basis dargestellt werden. Zeugen in Form von Markierungen an der Achse, werden durch
aufsummieren in der letzten Spalte iiberpriift. Die selbe Vorgehensweise kann natiirlich
auch fiir ganze Zahlen a : k + 1 — Z verwendet werden. Auflerdem sehen wir sofort
KNAPSACKY < KNAPSACK. Letzteres steht fiir das Problem mit gleicher Frage-
stellung, das negative Zahlen nicht ausschlief3t.
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Abbildung 3.9: Reduktion von 3DM auf MWG

Satz 3.132 (3DM < KNAPSACK™) Mit KNAPSACK™ kann 3DM gelist werden.

Beweis Gegeben drei gleichméchtige endliche Mengen X, Y und Z mit k :=
| X| = Y| =|Z] und eine dreistellige Relation R C X x Y x Z auf diesen mit m := |R|.
Die Elemente der endlichen Mengen X, Y, Z und R seinen nummeriert.

Wir geben die Zahlen in der zu konstruierenden K N APSAC K *-Instanz als Bindrzah-
len mit 3km Stellen an: Jeder Block der Lange m stellt dabei ein Element aus X, Y oder
Z dar. Wir veranschaulichen uns diese Uberlegung mit der Definition der a;, i € m:

a; i= 2m@ktu=1)  omlkto=l) L om(w=1 " it (2, Yy, 20) =1 75 € R

Jedes a; enthélt nun genau drei Einser, die jeweils am Ende des Blockes der Lange m
jenes Elements stehen, das sie reprasentieren. Die drei groflen Blocke der Lange k- m
stehen fiir die drei Mengen X, Y und Z in dieser Reihenfolge. In einem Matching muss
jeder der kleinen Blécke genau einmal getroffen werden, also den Wert 1 enthalten:

3k—1

G = b := Z2mj

j=0

Fiir ein Matching U C R gilt offensichtlich b = 3, .y a;. Da die kleinen Blécke aber
selbst bei Summierung iiber alle Tupel der Relation |R| = m keinen Uberlauf produzie-
ren, gilt auch, dass jede solche Summierung ein Matching angibt. Die Konstruktion ist
sicher nicht exponentiell, wenn die Werte 2™ nicht durch Potenzieren, sondern durch
Abzéhlen der Stellen berechnet werden. O

Satz 3.133 (I(l\I.A].:)S.A(jI<Jr S MWGeinfach,lokal sternf&irmig,eben) }(]\/:APS/‘lC'}(+
kann mait einfachen, lokal sternformigen, ebenen MW-Graphen geldst werden.

Beweis Gegeben k + 1 natiirliche Zahlen a;, i € k und b = a;. Wir formen die
KNAPSACK-Bedingung fiir eine Teilmenge U C k um:

b= Yicva; = XickaiXv (Z) = Eiekz/\[ (Uba Z) 2 (Z) .
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a;

Abbildung 3.10: Reduktion von KNAPSACK™ auf MWG

Das Konzept ist dadurch klar vorgegeben. Wir zeigen in Abbildung auf Seite
auch eine Losung fiir einfache MW-Graphen. Der MW-Graph mit Mehrfachkanten hat
k + 1 Felder und k£ Mehrfachnachbarschaften mit jeweils bis zu max;c; a; parallelen
Kanten. Er ist also relativ klein und sehr iibersichtlich.

Der einfache Graph benétigt O (k+ 1+ 23 ,c, a;) Felder und O (3¢, a;) einfache
Nachbarschaften. Die Angabe erfolgt als obere Schranke, weil der Fall a; = 1 einfacher
modelliert werden kann. a

Durch Ersetzen der Beschriftung & (v,) = b mit 7 und Hinzufiigen eines Feldes mit
Wert 0 und Nachbar vy, kann ein MW-Graph angegeben werden, dessen konsistente Bele-
gungen genau alle moglichen Summen ¥;cpa;, U € k in v, generieren. Diese und weitere
denkbare Anwendungen sind aber keine Probleme mit Entscheidungsfragen mehr. Die
Anmerkung soll nur darauf hinweisen, dass in dieser Arbeit lange nicht alle Aspekte der
Erweiterung von Minesweeper auf Graphen ausgeschépft wurden. Einige Anregungen
werden wir noch in Abschnitt geben.
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Dieses Kapitel soll einen kurzen Uberblick iiber Minesweeper geben. Das Minesweeper-
(Konsistenz-)Problem ist zwar ein guter wissenschaftlicher Ansatz zur Komplexitéitsana-
lyse aber fiir menschliche Spieler wenig hilfreich.

Das Ende des Kapitels enthélt eine Zusammenfassung der Arbeit und der gefunde-
nen Ergebnisse sowie einen Ausblick auf weiterfithrende Aspekte von Minesweeper im
Allgemeinen und MWG im Speziellen.

4.1 Praktisches Spielen

Wie schon bei der Einfiihrung zu Minesweeper erwahnt, ist die Bewertung fiir einen
Spieler die Zeit, die er zum Aufdecken aller sicheren Felder bendétigt. Die Felder mit
Minen und deren Anzahl sind dabei a priori festgelegt, der Computer garantiert aber
ein sicheres erstes Feld. Das heifit die Festlegung geschieht erst nachdem sich der Spieler
fiir das Feld entschieden hat, das er zuerst erkunden will.

Da das Spielen eine mechanische Komponente hat, ndmlich das Navigieren iiber das
Spielfeld mit Hilfe der Computermaus und das Erkunden/Offnen der Felder durch Kli-
cken der linken Maustaste oder durch klicken beider Maustasten auf einem Feld mit
relativer Explosivitit gleich 0, stellt sich die Frage, welche Mindestdauer fiir ein Spiel
moglich ist und wie diese von der Aufteilung der Minen abhéngt. Wir wollen hier das
— empirisch getestete — Konzept des ehemaligen Minesweeper-Spielers Stephan Bechtel
vorstellen:

4.1.1 Einfache Spiele

Wie schnell ein Spiel gespielt werden kann, héngt davon ab — aber nicht ausschliefSlich
—, wie viele Klicks mit der Maus ausgefithrt werden miissen. Dieser Wert ist einfach zu
berechnen, wenn angenommen wird, dass ein Spieler Felder nur mit der linken Maustaste
offnet und nicht die Moglichkeit verwendet, alle Nachbarn eines Feldes ohne relative
Explosivitit auf einmal zu 6ffnen. Sehrwohl beachten wir aber die Tatsache, dass der
Computer alle Nachbarn eines Feldes ohne reale Umgebungsgefahr sofort und rekursiv
offnet.

Bezeichnung 4.1 (3BV) Bechtel’s Board Benchmark Value (3BV), also Bechtels
Richtwert fiir ein Spiel, ist die minimale Anzahl von Linksklicks, die bendtigt wird um
alle sicheren Felder eines Spielfeldes mit einer vorgegebenen Anordnung der Minen zu
offnen, wenn ausschliefllich Linksklicks zu diesem Zweck verwendet werden.

Bemerkung 4.2 (non-flagging Style) Wenn ein Spieler keine Fahnen setzt um ge-
fundene Minen zu markieren, nennt man das non-flagging Style. Offensichtlich kann
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3BV auch als minimale Anzahl Klicks zum Ldosen eines Spiels im non-flagging Style de-
finiert werden, weil die relative Explosivitdt fir ein Feld stets gleich der tatsdchlichen
15¢.

Wir wollen nun 3BV mit den Bezeichnungen der Modellierung des Standardspiels aus
Abschnitt 2.1.2] angeben. Wir setzen die dortigen Definitionen und Erkenntnisse fort.

Defintion und Lemma 4.3 (Insel) Z C F heifit Insel genau dann, wenn
(a) T#0,

(b) Vx el :o(x)=0,

(c)Vo,yeZ: A eN: Jzv=x¢,21,...,50=y€L: Vicl:z, €N (1),
(d) T ist mazimal mit {@)—(@).

Inseln sind also genau die maximalen Mengen benachbarter Felder ohne Umgebungsge-
fahr. Jedes solche Feld liegt auf genau einer Insel.

Beweis Die Maximalitédt einer Insel widerspricht der Annahme, ein Feld ohne
Umgebungsgefahr kénnte auf mehr als einer Insel liegen. O

Lemma 4.4

ZInsel = INN(M)=10

Beweis (4] Angenommen 3z € N (M) : o (x) = 0, wihle b € M mit x € N (b).
Wegen der Symmetrie von 6 folgt b € N (2) und daraus direkt der Widerspruch mit
o(x) > 1. O

Bezeichnung 4.5 (Rand, Strand) Fir ein X C F bezeichnen wir die Menge Rx :=
N (X)\ X als Rand. Fir Inseln T sagen wir auch Strand Srz.

Satz 4.6 Es gilt

(a) (SNM)C (N (Z)NM) =0 (Am Strand gibt es keine Bomben)
(b) F=N(M)+X{ZCF:Insel}

(c)VeeF:oeS = 0<e(x)=0(x) <5

(d) Ryz =USz € Ry (X und U durchlaufen {Z C F : Insel})
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Beweis .01 (@) und (D) folgen direkt aus der Definition mit der Symmetrie der Metrik
und Lemma [L.4]

@) Die scharfe Ungleichung folgt aus der Maximalitét der Insel. Nun nehmen wir
an x € Sz. Sei y € N (z) mit o (y) = 0. Wegen [N () "N (y)] > 4 (kein Feld der
angegebenen Menge ist aus M) folgt o (x) <9 —4 =5.

(d) Die Inklusion folgt direkt aus (@). Ry~7 € USz ist klar. Fiir die Gegenrichtung
ist nur mehr zu zeigen, dass kein Feld des Strandes einer Insel auf einer anderen Insel
liegt. Das ist klar wegen der Maximalitéit der Insel. O

3BV wird — unter Verwendung der hier definierten Bezeichnungen — berechnet als
Anzahl der Inseln plus Anzahl der sicheren Felder, die nicht an einem Strand liegen:

Defintion und Lemma 4.7 (3BV) Der in Bezeichnung [{.1] eingefihrt 3BV ist

3BV(FM) = [Ru\ U &

{ZCF:Insel}

= Rv\ U N@

{ZCF:Insel}
= Ru\N{zeF: o) =0})+[{T S F:Insel}| =
= M-N—-K-N{zxeF:o(x)=0})|+[{Z CF:Insel}.

Beweis[4.7] Die Ausdriicke der ersten drei Zeilen sind offensichtlich gleich, der Schritt
zur letzten Zeile folgt aus Lemma MN — K ist die Anzahl der sicheren Felder.
Solche die auf einer Insel oder einem Strand liegen, werden durch einen einzelnen Klick
auf die zugehorige Insel gedffnet. Die letzen beiden Summanden beriicksichtigen diese
Uberlegung. O

+ {Z C F : Insel}| =

+ {Z C F : Insel}| =

Diese Funktion 3BV(M, N, K) héngt auer von der Spielfeldgrifse und der Anzahl der
versteckten Minen auch von der Anzahl, Groffe und Form der Inseln ab. Eine Analyse

]\f(N moglichen Aufteilun-
gen der Minen wére wiinschenswert, scheint aber sehr schwierig. Ebenso wiren andere
Funktionen zur Bestimmung der Einfachheit eines Spieles denkbar.

Fiir MWP-Konfigurationen, die aus der Reduktion von SAT nach der in Lemma 2271
argumentierten Funktion gewonnen werden, ist die untere Schranke fiir diese Bewertung
3BV € Q(cs) = Q(MN). Die Konfigurationen enthalten keine Inseln N' (M) = F, und
obwohl es K > %M N viele Minen gibt, sind drei Viertel der Felder in den horizontalen
Informationsleitungen sicher. Das reicht fiir die angegebene untere Schranke.

der Funktion fiir eine (fest) vorgegebene Verteilung der

4.1.2 Strategien

Es gibt in Minesweeper-Konfigurationen, die aus einem Spiel entstehen, viele Standardsi-
tuationen, die sich aus der relativen Explosivitdt mehrerer benachbarter Felder ergeben.
Als klassische Beispiele seien

al|blcl|d]|e U
ol 121 und o| 12121 |x
0o |oo| oo | oo | oo %)
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angefithrt. Angenommen ¢ wére vermint, so bleibt weder b noch d fiir die zweite Mine des
mittleren Feldes. Daher sind genau b und d in der linken Konfiguration vermint, wahrend
a, ¢ und e sicher sind. Angenommen v wire vermint, so wére die relative Explosivitit
der Felder 2|2|1 in der rechten Konfiguration gleich 1|2|1. Daraus folgt, dass v sicher ist
mit Widerspruch. Aus Symmetriegriinden folgt, dass genau w und x aus den Feldern
u, ...,z vermint sind.

Wie bereits erwéhnt steht uns mit einer effizienten Losung von MWP ein Weg zur
Verfiigung, die Sicherheit eines Feldes oder mit 9-fachem Aufwand auch eine Mine zu
bestétigen, falls dies eindeutig ist. Das entspricht jeweils sicheren Ereignissen, wenn man
Wahrscheinlichkeiten fiir die Sicherheit eines Feldes aufstellen will. Offensichtlich ist das
Berechnen oder Bestétigen solcher Werte daher schwieriger als MWP — wie bereits von
Kaye in [§] erwdhnt. Der direkte Weg ist das Ermitteln aller konsistenten Aufteilungen
der Minen und Abzédhlen jener, fiir die das gefragte Feld sicher bzw. vermint ist.

Hier haben wir wieder einen Punkt gefunden, in dem MWP als Konsistenz-Problem
nicht exakt das Spielen von Minesweeper nachzeichnet: Der Spieler kennt die Anzahl
K der Minen, die auf dem Spielfeld verteilt sind. Ohne diese ,, Einschrankung” betréigt
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Feld # € F \ N (D), iiber das keine Information vor-
liegt, vermint ist, genau 1/2, weil es zu jeder konsistenten Aufteilung mit einer Mine auf
gefragtem Feld eine solche gibt, in der dieses sicher ist, und umgekehrt. Durch diese Vor-
gabe werden die Wahrscheinlichkeiten fiir vollkommen unbestimmte Felder zwar immer
noch gleich — aber im Allgemeinen verschieden von 50% — sein.

Spielstrategien wurden unter Anwendung verschiedenster Werkzeuge bereits mehrfach
untersucht. Weiterfithrend zu diesem Thema sind zum Beispiel [1], [B], [, [I2] und [I3].

4.2 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt sind Verweise auf Inhalte der vorliegenden Arbeit am rechten Sei-
tenrand ohne weitere Erwidhnung angegeben. Kapitel und Abschnitte referenzieren wir
in runden, Definitionen und Erkenntnisse in eckigen Klammern jeweils unter Angabe
von fortlaufender Nummer und Seitenzahl.

Die Arbeit bietet einen direkten Einstieg in die Komplexitétstheorie iiber die Turing-
Maschinen. Wir behandeln diese ausfiihrlich um eine liickenlose Beweisfithrung fiir spéte-
re Resultate zu gewéhrleisten. Das Ziel des ersten Kapitels ist es, die Grundlagen fiir
die Komplexitidtsanalyse von Minesweeper ausgehenden von mathematischen Grund-
kenntnissen zu wiederholen. Die Begriffe Komplexitétsklasse (NP), Reduktion und NP-
Vollstindigkeit werden definiert und erkléart. AuBlerdem fithren wir den Beweis, dass
NP-vollstédndig nicht leer ist anhand des Referenzproblems (CNF)SAT, das wir auch fiir
den Vollstandigkeitsbeweis von Minesweeper in NP benotigen.

Im zweiten Kapitel stellen wir das Spiel Minesweeper kurz vor und modellieren es
durch mathematische Objekte. AnschlieBend wird die Theorie aus dem ersten Kapitel an-
gewendet um die Komplexitiat von Minesweeper zu untersuchen. Der in den Grundziigen
nachgezeichnete Beweis von Kaye in [8] wird durch eine ezakte Darstellung auf Turing-
Maschinen ergénzt. Mit einem geringfiigig neuen Konzept konnen wir auch gute explizite
Schranken fiir die Spielfeldgrofie auf Minesweeper reduzierter SAT-Instanzen angeben.

In weiterer Folge werden Varianten von Minesweeper betrachtet: Das lineare und
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4 Umfeld und Ausblick

mehrdimensionale Spiel wurden bereits in anderen Arbeiten analysiert, hier ergdnzen
wir die Betrachtungen durch ausfiihrliche automaten- und sprachtheoretische Aspekte, die
aufgrund der fundierten Grundlagen der ersten Kapitel vergleichsweise schnell angefiihrt
werden konnen.

In der zunédchst gefundenen mathematischen Darstellung fiir Minesweeper erkennen
wir parallelen zur Definition von Graphen. Ein Grundversténdnis fiir Graphen wird an-
genommen, und wir geben nur einen kurzen Begriffsiiberblick vor der Definition von
allgemeinem Minesweeper auf Graphen, das alle Varianten von Minesweeper — wie zum
Beispiel Minesweeper auf Sphéren und diskreten Netzen von beliebigen Mannigfaltig-
keiten und Fraktalen — enthélt. Anschliefend analysieren wir die Komplezitdt dieser
Erweiterung und untersuchen die Grenze zwischen einfachen und schwierigen Instanzen
auf speziellen Graphen.

Dieses letzte Kapitel bietet aufler der Zusammenstellung der Ergebnisse einen kurzen
Uberblick iiber andere Sichtweisen auf Minesweeper. Im Vordergrund steht dabei die
Ansicht eines menschlichen Spielers. Die Modellierung des Standardspiels wird fiir diese
Belange erweitert ohne Ergebnisse hierfiir zu erwarten.

4.2.1 Ergebnisse

Wir wollen hier alle wesentlichen Ergebnisse, die in dieser Arbeit enthalten und bewiesen
sind, auflisten. Die Reihenfolge entspricht etwa dem Verlauf des Textes.

e Die Probleme SAT, 3SAT, CLIQUE, VC, 3DM und KNAPSACK sind NP-
vollstandig.

e Das Minesweeper-(Konsistenz-)Problem (MWP) ist NP-vollstindig und die Re-
duktion von SAT koénnen wir unter Einhaltung folgender Schranken durchfiihren:
Gegeben eine (CNF)SAT-Instanz, deren s Variablen insgesamt ¢ Mal in der Formel
auftreten, so kann eine dquivalente MWP-Instanz der Grofle (4c — 1) x (3s+7)
konstruiert werden.

e Lineares Minesweeper kann mit einem endlichen Automaten gelost werden. Wir
finden einen einfach interpretierbaren Reguldren Ausdruck, der dessen Sprache
beschreibt.

o Mehrdimensionales Minesweeper (MWd) ist nicht schwieriger als das Standard-
spiel. Es existiert eine kontextsensitive Grammatik, die genau die Sprache der
konsistenten Instanzen beschreibt.

e Minesweeper auf endlichen allgemeinen Graphen (MWG) ist nicht schwieriger als
das Standardspiel.

e Minesweeper auf Graphen mit beschrinktem Knotengrad d < 2 ist nicht schwieriger
als lineares Minesweeper. Es existiert eine kontextfreie Grammatik, die genau die
Sprache der konsistenten Instanzen von Minesweeper auf Bdumen beschreibt.

e Minesweeper auf einfachen, lokal sternformigen Graphen ist bereits schwierig, also
vollstdndig in NP. Diese Graphen sind auch schlingenlos, eindeutig und bipartit.
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4 Umfeld und Ausblick

Letzteres folgt aus lokal sternférmig. Die beiden Knotenmengen, innerhalb de-
rer keine Kanten verlaufen, sind die bestimmten und die unbestimmten Felder.
Zuséatzlich gilt, dass alle Kanten von den bestimmten Feldern wegfiihren.

e Minesweeper auf einfachen, lokal sternformigen Graphen ist sogar bereits schwierig
wenn wahlweise eine der folgenden Mengen von Einschrénkungen verlangt wird:

— eben, dT < 4, d- < 3, o < 2: beschrinkte Weg- und Hingrade und Umge-
bungsgefahren sowie eine ebene Zeichnung

—d- <3, 0 <1, k = 1: beschrankte Hingrade und Umgebungsgefahren, die
nur zwei Werte annehmen kénnen

In letzterem Fall sind Felder nur mit 1 und ? beschriftet, und konsistente Zeugen
entscheiden iiber 0 und Mine (00) auf den zunédchst unbestimmten Feldern.

4.2.2 Weiterfiihrende Fragen

Ganz allgemein ist die Frage, ob P = NP gilt, offen und ihre Beantwortung mit einer
Million Dollar dotiert ([H]). Minesweeper kann ein Weg dazu sein.

Weitere Fragen ergeben sich sowohl aus der Strategie- als auch aus der Komplexitéts-
analyse. Zunéchst sei an die Funktion

3BBV(FM)=M-N—-K—|N ({z€F:o(x)=0})|4+ {Z C F : Insel}|

erinnert, sowie an die Moglichkeit, eine objektive Untergrenze fiir ein Standardspiel
durch eine andere Funktion zu beschreiben. Eine Formalisierung und Klassifikation des
folgenden verbal beschriebenen Problems ist auch offen. Man kann weder ausschlieflen,
dass es dquivalent zu einem bereits untersuchten Problem ist, noch dass es schwierig ist.

Problem 4.8 (Besuch aller sicheren Felder) Gegeben sei ein Standard-Mineswee-
per-Spielfeld F und eine bekannte Aufteilung der Minen M C F sowie eine natiirliche
Zahl k € N. Gibt es eine Moglichkeit alle sicheren Felder mit (hochstens) k Mausklicks
zu ffnen? Dabei gelten das direkte Offnen, das Markieren einer Mine und das Offnen
aller Nachbarn eines Feldes ohne relative Fxplosivitit jeweils als ein Klick.

Fiir das Problem MWG stellen sich weitere Fragen:

e Kann Minesweeper auf Bdumen deterministisch in polynomieller Zeit gelost wer-
den? Ein Ansatz konnte sein, bei Blédttern beginnend analog zu linearem MW auf
erlaubte Nachfolger zu testen.

e Graphen mit beschrinkten Knotengraden d < 2 ergeben einfache MW-Instanzen,
solche mit d < 4 sind im Allgemeinen bereits schwierig. Kann eine Aussage iiber
Graphen mit Knotengraden d < 3 gemacht werden? Gibt es einen Zusammenhang
zwischen dieser Frage und jener beziiglich P = N P?

Abgesehen davon gibt es viele weitere Eigenschaften von Graphen, von denen nicht
geklart ist, ob und wie sie die Komplexitdt von MWG beeinflussen. Und schlussendlich
konnten andere oder weitere Verallgemeinerungen der Idee von Minesweeper auch fiir
andere mathematische Fachrichtungen interessant sein.
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